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DE 

GÉOMÉTRIE VECTORIELLE 


PREMIÈRE PARTIE 

OPÉRATIONS VECTORIELLES EN GÉOMÉTRIE LINÉAIRE 


I 

Scalaires et vecteurs. 

1. Définitions et généralités. — Suivant les questions, le mot vecteur 
possède divers sens. Nous distinguerons plusieurs catégories de vecteurs. 

Vecteurs liés. — Par vecteur lié, il faut entendre une portion de droite, telle 
que AB, dont on spécifie l 'origine A et l'extrémité B. La droite AB est le support 
lu vecteur. 

Vecteurs glissants. — Un vecteur glissant diffère d’un vecteur lié par la latitude 
jui lui est offerte de glisser le long de son support. Pour faciliter certains raisonne- 
ments, nous aurons l’occasion de représenter un vecteur glissant par l'un des vecteurs 
iés qu’on obtient en fixant arbitrairement l’origine du vecteur glissant sur son 
support. 

Vecteurs libres. — Vour un vecteur libre, on fixe seulement la longueur, la 
direction et le sens. Le support n’est plus donné qu’en direction. 

Dans l’ensemble des vecteurs liés, il y a une infinité de représentations qui 
conviennent à un vecteur libre donné : tous les vecteurs liés susceptibles de repré- 
senter ainsi un môme vecteur libre sont deux à deux égaux , parallèles et de même 
nens. On exprime encore l’ensemble de ces trois qualités en disant qu’ils sont équi- 
\pollents. 

A la locution vecteur libre , on substitue souvent l’une des suivantes : grandeur 
dirigée , grandeur géométrique , grandeur vectorielle. Toutes ces expressions sont 
exactement équivalentes, et nous les emploierons indifféremment. 


Boulioand. — Géométrie vectorielle. 
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2 . A la notion de grandeur dirigée s’oppose celle de grandeur scalaire. La do- 
mination de scalaire s’applique à toute grandeur dont la mesure est un nombre posfrf 
ou négatif. Par exemple, une durée, une masse, un travail sont des grandeurs scalairji. 

Par contre, une vitesse, une accélération, une force sont des vecteurs. Dansia 
mécanique du point, ces vecteurs se rangent d’ailleurs dans la catégorie des vecte^s 
liés, car ils sont appliqués au point même dont on étudie le mouvement. 

Dans la statique du corps solide, la possibilité de transporter une force le long -e 
sa ligne d’action fait de la force un vecteur glissant. 

Il nous reste à donner un exemple de vecteur libre. Nous l’emprunterons à/a 
notion de translation. 

3. Translation. — Rappelons d’abord ce que signifie la locution : transfà- 
malion ponctuelle. Sa signification est extrêmement générale. Elle désigne toute ty, 
simple ou compliquée, qui, dans l’espace, permet de faire correspondre à un point il 
un autre point M'. 

On appelle translation une transformation ponctuelle dont la loi de correspon- 
dance s’énonce ainsi : 

Le vecteur MM', qui a pour origine un point M et pour extrémité $<ji 
transformé M', est équipollent à un vecteur fixe AA'. 

Il résulte de cette définition que le transformé du point A par la t ranslation est b 
point A' lui-même. 11 en résulte aussi que, pour, définir une translation, il nofc 
suffira de donner un point quelconque et son transformé. 

Mais alors, puisqu’on peut choisir arbitrairement l’origine du vecteur AA', |t 
donnée d’une translation se ramène à celle d’un vecteur libre. 

4. Opérations vectorielles. — De même que l’algèbre ordinaire étudié, 
sous le nom d’opérations algébriques, certains modes de composition des nombres, df, 
même on peut définir certaines opérations, certains modes de composition portant sit 
les grandeurs vectorielles. C’est donc sur les vecteurs libres que se portera désormais 
notre attention. Ce sont eux que nous soumettrons aux opérations vectorielles (‘jj 

Par sa nature même, une grandeur vectorielle ne dépend d’aucun système 
d’axes particulier : par exemple une vitesse, en grandeur vectorielle, dépend unique» 
ment du corps solide auquel le mouvement est rapporté, et non de tel ou tel Irièdrj 
qu’on liera à ce corps, pour réaliser la détermination analytique de ce mouvement, 
Autrement dit, les grandeurs vectorielles ont un caractère intrinsèque. 

Nous ne classerons , sous le nom d' opérations vectorielles , que des modes dt 
composition des vecteurs libres , doués du même caracth e intrinsèque. 

5. Notations. — Un vecteur libre sera représenté par une lettre grasse. C’est 
ainsi que nous écrirons ( 1 2 ) 

V. 

(1) Ce point de vue, un peu restrictif, sera généralisé plus loin fn° 05). Nous t’adoptons 
provisoirement, pour simplifier l’exposition. 

(2) Dans le but de diminuer les difficultés typographiques, l’éditeur a partout remplacé 

^ 

la notation V , qui désigne un vecteur libre, par la notation V. Il nous arrivera également 
de désigner des vecteurs libres par les lettres Jb, i®, <U, ( D» r tl > etc. Ce point sera rappelé 

à Inattention du lecteur en temps utile. 
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11 nous arrivera également de désigner par la notation 

AB 

le vecteur libre qui admet comme représentation le vecteur lié AB, ou, si l’on préfère 
s'exprimer autrement, la grandeur vectorielle de AB. 

Dans le calcul vectoriel, nous rencontrerons deux sortes d’égalités : des égalités 
ordinaires ou scalaires, et des égalités vectorielles. Les premières ont lieu entre des 
grandeurs scalaires, dont elles expriment la communauté de valeur. Une égalité vec* 
torielle traduit de même une communauté de grandeur vectorielle entre deux vec- 
teurs libres. 

Sans crainte de troubler la compréhension, nous continuerons à employer le 
symbole ordinaire = pour noter indifféremment les égalités scalaires et les égalités 
vectorielles. 


11 

L'addition géométrique et la composition des translations. 

6. Somme géométrique de « vecteurs libres». — Soient n vecteurs 
libres : représentons chacun d’eux par un vecteur lié, de manière que l’origine de 
chaque vecteur représentatif coïncide avec l'extrémité du précédent. Soient 

A,A 2 , • • ., A„ — |A „ 

les vecteurs liés ainsi obtenus. 

Par définition la somme géométrique de nos n vecteurs libres est un nouveau 
vecteur libre, représenlable par le vecteur lié A 0 A„. 

Soit à faire la somme géométrique de deux vecteurs U et V. A un point O, lions 
deux vecteurs OA et OB tels que 

OA = U et OB = V. 

La construction précédente nous montre que la somme géométrique U-t-V est la 
grandeur vectorielle de la diagonale OS du parallélogramme construit sur OA et OB. 

Soient de même trois vecteurs U, V, W, non situés dans un même plan. A un 
point O, lions trois vecteurs OA, OB, OC tels que 

OA = U, OB == V, OC — W . 

La construction précédente nous apprend que la somme géométrique U V -h W est 
la grandeur vectorielle de la diagonale du parallélépipède construit sur OA, OB et OC. 

De ces deux remarques, il résulte que jusqu’à n — 3, l’addition vectorielle est 
commutative, c'est-à-dire indépendante de l’ordre attribué aux vecteurs. 11 en résulte 
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aussi qu’elle est associative, c’est-à-dire qu’on peut, dans une telle opération, rem- 
placer deux vecteurs par leur somme géométrique. On a donc 

(ü + V) + W = 0 + (V + W). 

Ces propriétés sont absolument générales. Nous ne développerons pas la démon- 
stration complète qui est entièrement calquée sur le raisonnement analogue relatif à 
l’addition algébrique. 

Remarque. — Pour le moment, il n’est pas utile de mentionner la soustraction 
géométrique : nous la trouverons au n° 13, comme cas particulier d’une classe d’opé- 
rations plus générales. 

7. Composition de deux translations. — Expliquons d’abord en quoi 
consiste la composition de deux transformations ponctuelles quelconques, prises dans 
un ordre donné. 

Par la loi régissant la première transformation, nous pourrons faire correspondre 
à chaque point M de l’espace un autre point M'. A ce point M' correspondra de même, 
par la loi qui régit la seconde transformation, un nouveau point M". 

Entre le point M et le point M", il y a manifestement une nouvelle correspondance, 
dont la loi est d’ailleurs plus ou moins facile à dégager. Quoi qu’il en soit, la trans- 
formation régie par cette loi s’appelle la composée des deux précédentes, dans l’ordre 
où nous les avons successivement appliquées. 

Étudions en particulier la composition de deux translations. Soit une première 
translation, définie par le vecteur libre T. Par cette translation, nous déduisons du 
point M un point M'. Soit une deuxième translation, définie par le vecteur libre T' : 
elle fait correspondre au point M' un point M". Tous les vecteurs liés tels que MM" 
sont équipollents. Donc la transformation composée est une translation T" dont le 
vecteur libre peut se représenter par MM". De même T et T' étaient respectivement 
représentables par MM' et M'M". D’après la définition de la somme géométrique, nous 
avons donc 


T" = Th-T', 

en convenant que le signe 4- symbolise ici une addition géométrique. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Deux translations se composent entre elles suivant le pwcessus de l'addition 
géométrique pour donner une nouvelle translation. 

Ce théorème s’étend de lui-même à la composition d’un nombre quelconque de 
translations. 

La composition des translations présente certains caractères abstraits intéressants 
à étudier. Pour les faire mieux saisir, nous comparerons la composition des transla- 
tions à la composition de deux symétries par rapport à un point. De la différence entre 
ces deux problèmes ressortiront les propriétés que nous avons en vue. 

8. Composition de deux symétries par rapport à un point. — Étant donné 
un point O, on dit que deux points M et M' sont symétriques par rapport à O lorsque 
ce point est le milieu du segment MM'. La symétrie est donc une transformation 
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ponctuelle particulière : pour trouver le transformé d’un point M, on mène MO et on 
le prolonge d’une longueur égale. 

Envisageons une première symétrie par rapport à un point O, puis une seconde 
par rapport à un point O'. La première transforme un point M en un point M', que la 
seconde transforme à son tour en M". Le vecteur MM" possède les propriétés sui- 
vantes : 

1° Il est parallèle à 00' et de même sens. 

2° Sa longueur est double de celle de 00'. 

Donc la transformation qui permet de [tasser de M à M" est une translation. 

La composition que nous venons d’étudier n’est pas commutative : si l’on échange 
l'ordre des deux symétries, l’ordre des points 0 et 0' est également modifié. Donc la 
translation résultante change de sens (en conservant sa direction et son amplitude). 

9. Différences entre la composition des translations et celle des symé- 
tries. — Une première différence vient d’être signalée : il y a commutativité dans la 
composition des translations, il n’y a pas commutativité dans la composition de deux 
symétries centrales (nous disons en abrégé symétrie centrale, au lieu de symétrie par 
rapport à un point). 

Mais un autre fait retiendra plus encore notre attention : il réside dans l’opposition 
des deux circonstances suivantes : 

1° En composant deux translations (ou un nombre quelconque de translations), 
c’est encore une translation qu’on obtient. 

2° En composant deux symétries centrales, ce n’est plus une symétrie centrale 
que l’on obtient, mais une translation. 

Disons que les translations sont des transformations d’une même famille, que les 
symétries centrales sont des transformations d’une même autre famille. 

La famille des translations est fermée , c’est-à-dire que deux membres de cette 
famille ne sauraient, par composition, engendrer de transformation étrangère. 

Par contre, celle des symétries centrales ne l’est pas, car la composition, au sein 
de celte famille, donne naissance à des transformations étrangères. 

10. Notion générale des groupes de transformation. — On dit 
qu’uue famille de transformations constitue un groupe lorsqu’elle est fermée, c’est- 
à-dire lorsque la composition, au sein de celte famille, n’y fait jamais naître de trans- 
formations étrangères. Nous pouvons donc résumer les résultats du numéro précédent 
sous la forme suivante : 

Les translations forment un groupe . 

Les symétries centrales ne forment pas un groupe . 

11. Translations coplanaires. — Envisageons maintenant une nouvelle 
famille : celle des translations qui sont parallèles à un même plan, ou, si l’on veut, 
celle des translations coplanaires. En composant deux transformations de cette 
famille, c’est encore à une transformation de la même famille que l’on est conduit. 
Donc cette famille est encore un groupe. Elle est d’ailleurs plus restreinte que la 
famille générale des translations. Pour cette raison, on dit qu’elle constitue un sous- 
groupe du groupe des translations. 
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12. Translations colinéaires. — Envisageons maintenant les translations 
parallèles à une même droite ou colinéaires. Elles forment encore un groupe. Celui-ci 
joue d’ailleurs le rôle de sous-groupe dans le groupe général des translations et aussi 
dans chacun de ses sous-groupes coplanaires, issus d’un plan parallèle à la droite 
considérée. 

11 est important de remarquer que dans ce dernier sous-groupe les opérations se 
composent suivant le processus de l’addition algébrique. Nous sommes ici dans le cas 
où l’addition géométrique se réduit à l’addition algébrique. 


lïl 

Expression d’un vecteur quelconque. 

Systèmes vectoriels fondamentaux. Coordonnées. 

Changement de coordonnées. 

13. Produit d’un vecteur libre par lin scalaire. — On appelle 
produit d’un vecteur libre V par un scalaire m, et on représente par la notation 

mV, 

un nouveau vecteur libre parallèle au premier, ayant pour longueur le produit de la 
longueur de V par la valeur absolue de m, et pour sens le sens de V ou le sens 
opposé, suivant que m est positif ou négatif. 

Dans le cas où m est égal à — 1 , on obtient le vecteur — V, qu’on appelle aussi 
Y opposé du vecteur V. De la définition générale qui précède, il résulte que l’on a 

AB = — BA. 

En combinant avec l’addition géométrique la multiplication d’un vecteur par m, 
on peut définir un type d'opérations plus général, contenu dans la formule 

m l Y l H- m 2 V s -t- . . . -h m k V k . 

Ce type comprend, comme cas particulier, la soustraction géométrique : il suffit 
en effet de supposer que l’opération précédente porte seulement sur deux vecteurs V t 
et V 2 et que les coefficients m, et m a se réduisent respectivement à 1 et à — 1. On 
obtiendra alors la différence géométrique V, — V». Celte remarque justifie la règle 
suivante : pour faire la différence géométrique de deux vecteurs, on fait la somme 
géométrique du premier vecteur et de l’opposé du second. 

14. Décomposition d’un vecteur à l’aide de trois vecteurs fon- 
damentaux. — Soient O, A, B, C quatre points non situés dans un même plan. 
Dans l'espace à trois dimensions, tout vecteur libre V sera la somme géométrique 
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de trois autres vecteurs libres, respectivement parallèles à OA, OB, OC : en effet, 
appelons M un point tel que l'on ait 

0M = V 

(cette condition détermine le point M d’une manière unique). Pour opérer la décom- 
position précédente, on construira sur les demi-droites indéfinies OA, OB, OC comme 
supports d’arêtes, un parallélépipède de diagonale OM. Le problème admet une 
solution et une seule. Soient OA,, OB,. OC, les vecteurs partiels ainsi obtenus. Ils 
sont liés aux vecteurs fondamentaux OA, OB, OC par des relations delà forme 
OA, = rOA, OB, = »/0B, OC, = :0C, 
où x . y. z désignent des quantités scalaires qui expriment en grandeur et signe le 
rapport de chaque vecteur de. décomposition au vecteur fondamental correspondant. 
La relation 

OM — OA, -i- OB, OC, 

prend donc la forme 

(1) 0M = .r0A-t- ? /0B + ;0C 

ou, en désignant par .A>, (i les grandeurs vectorielles dos vecteurs fondamentaux, 

(1 bis) V = x Jb -t- y :ft - | - ; (*’ . 

Ce deuxième mode d'écriture convient aux questions où n'iulerviennent que des 
vecteurs libres, c’est-à-dire où les données sont indifférentes à une translation quel- 
conque. 

En résumé, tout vecteur libre V peut s'exprimer linéairement, sous la forme 
(1 1,1 •), en fonction de trois autres vecteurs libres, .!>, :fi, (’, non coplanaires. A chaque 
vecteur libre correspond un système unique de nombres (x. y , z), qui constituent 
ses composantes (ou encore ses coordonnées) dans le système fondamental .U, :.fi, (°. 
Inversement, à chaque système de nombres (x, y, z ), il correspond un vecteur libre 
et un seul. 

15. Coordonnées d’un point. — Reprenons le système fondamental OA, OB, OC. 
Nous appellerons coordonnées du point M dans ce système les composantes a*, y, z 
de la grandeur vectorielle de OM. Ln point n’a qu’un système de coordonnées; un 
système de coordonnées ne convient qu'à un seul point. Les méthodes basées sur la 
substitution aux points de leurs coordonnées constituent la géométrie analytique. 

16. Géométrie linéaire et géométrie métrique. — Dans tout ce qui précède, 
nous n’avons eu à comparer entre elles que des lonyueurs portées, ou bien par la 
même droite , ou bien par des droites parallèles ( l ). Si l'on procède à une classifi- 
cation des propositions de la géométrie ordinaire, et si I on met a part celles qui 
respectent cette condition, on obtient un ensemble de théorèmes qui constituent, par 
définition, la géométrie linéaire : il n'y est jamais question ni de la mesure d’un 

(1) En particulier, nous n’avons fait aucune hypothèse sur les longueurs de OA, OB, OC. 
Dans tous les cours de géométrie analytique, on convient de les prendre égalés à l’unité. 
De ce fait, on adopte donc dés le début, d’une manière exclusive, le point de vue métrique. 
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angle, ni du rapport de deux longueurs portées dans des directions différentes. 
Dès qu’on fait intervenir ces notions, on quitte la géométrie linéaire pour passer à 
la géométrie métrique. 11 est d’ailleurs possible de donner pour la géométrie linéaire 
une construction logique pleinement autonome. Nous en ferons connaître ultérieu- 
rement le principe. Pour le moment, il nous suffit d’avoir donné à nos lecteurs le 
moyen de distinguer à coup sûr une proposition du type linéaire et une proposition 
du type métrique. C’est au point de vu e linéaire que nous allons continuer à nous 
p acer. 

17. Traduction d’une égalité vectorielle en égalités ordinaires. — Consi- 
dérons par exemple l’égalité vectorielle 

V = mjVj H- m. 2 v 2 H- ... -h m k v k . 

Introduisons les composantes de chaque vecteur dans le système fondamental Jb, C, 
et soient 

v, = ajjJb -t- -t- z,C, 


Vfc — tffrjb H- H- ZfcC, 

V = XJb -+-Y& -f-ze. 

De l’égalité vectorielle donnée, nous déduisons deux modes de décomposition d’un 
même vecteur suivant Jb, G. Ces deux modes devant être identiques, on en 
conclut que l’égalité vectorielle proposée équivaut, dans l’espace à trois dimensions, 
à trois égalités scalaires : 

X = m i x l -t- . . . -4- m k x k , 

Y == m l y l -4- ... H- m k y k , 

Z = JWjZj -+- . . . -+- 7ïl k Z k . 

18. Changement de coordonnée s. — On peut traiter la question au point de 
vue des vecteurs libres et au poin t de vue des points. 

I. — Considérons d'abord un vecteur libre U. Choisissons, pour l’exprimer, trois 
vecteurs libres non coplanaires Jb , 6. Nous obtiendrons alors pour composantes 

x, y, z, et nous aurons 

(2) U = xJb ~t~y'$>-+- zG. 

Prenons maintenant un second système fondam entai de vecteurs Jb', $/, G’ qui ne 
soient pas eux-mêmes coplanaires. Nous déterm inerons ces vecteurs dans le premier 
système fondamental par des relations 

( Jb Gj Jb H~ 0J -l - e, C, 

< SJ* — a 2 Jb -f- b.^ -+• c a C, 
y G fljJb -4- -j— CjC\ 

Dans le nouveau système, nous aurons 
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en multipliant respectivement les relations (3) par x’, y\ ï et ajoutant, nous obte- 
nons un second mode de décomposition de U suivant Jt>, (?. Ce second mode doit 
être identique au premier. Nous devrons donc avoir 


( 4 ) 


( x — a t x' -+- a* y' 4- a 3 z', 
\ y — !\ x ' *+- b.s/ b 3 z' , 
( z — c t x' -h c 2 y' -f- c 3 z'. 


Les formules (4) permettent de résoudre tous les problèmes de transformation de 
coordonnées (ou de composantes) pour les vecteurs libres. 

II. — Soit maintenant à effectuer un changement de coordonnées pour un point. 
Il est commode de distinguer deux cas : 

1° On passe du système fondamental ÜABC à un autre OA'B'C', de même origine 
et défini par les formules (3), en posant 


0A = Jb, OB = 0C = U, 

OA' = .*>', 0B' = üi', OC' = C!'; 


en posant en outre OM = U, on est ramené au cas précédent, à cause de l’identité 
entre les coordonnées de M et les composantes de U. Les formules (4) résolvent la 
question. 

2° On passe du système OABC à un autre O'A'BT/ d’origine distincte. En posant 
toujours 

OA = JV>, 0B = :të, OC = U, 


la nouvelle origine O' est définie en donnant 

00' = x 0 A> -f- y n 16 4~ v’. 

Pour fixer les points A', B , G', il suffit alors de se donner 

O'A' = A/, O B' == :»v, O'C' — e , 

en fonction de Jl>, Æ, U, par les formules (3). Dans ce cas, on peut faire d’abord la 
translation 00', qui amène OABG en O'AjBjCj. Soient x t , >/,, z, les coordonnées de M 

dans ce système auxiliaire. On résout la question parles deux systèmes de formules : 

« 

x — x 0 H- et x, = a t x' 4- n.^j’ -h a 3 z'. 

y — ’ y 0 h- Vv r/t — V' h- l \y' -+• 

2 = 2 o “t- -, = <’ x x' -+- y' -+- c 3 z'. 

Dans tous les cas, les formules obtenues sont du premier degré. 
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IV 

Ponctions scalaires d’un point ou d'un vecteur. 


19. Fonctions de point. — A chaque point M de l’espace, faisons corres- 
pondre, par une loi quelconque, un scalaire X; on dit que X est une fonction scalaire 
du point M, et on la représente par la notation X (M). Si le point M est rapporté à un 
système fondamental OA, OB, OC, la fonction précédente pourra s’exprimer à l’aide 
des trois coordonnées x , ?/, z de M dans ce système. La donnée effective de la fonction 
ne peut d’ailleurs se faire que par l’intermédiaire d’un système fondamental déter- 
miné. Mais la fonction une fois donnée, nous n’aurons en vue que ses propriétés, qui 
sont indépendantes de son expression dans tel ou tel système fondamental. 

A celte classe appartiennent la continuité et la dérivabilité, qui sont suffisamment 
étudiées dans les cour? d’algèbre pour qu’il n’y ait pas lieu d’y revenir. Rappelons 
seulement que si le point M a pour coordonnées x , y , z dans un premier système fon- 
damental, et x', y', z' dans un autre, les formules de transformation étant 


f x = x Q -|~ n v x' H- a, y' -b o 3 z', 

(3) ) y — y Q -b b,x' -b %' H- b 3 z\ 

( - — "o o- ° \ x ' -+* c >y r ■+■ 

on passera des dérivées partielles du premier système à celles du deuxième par les 
formules 


( 6 ) 


SA 

Sx' 

Sa 

‘V 


a 


SA 
'SX 

Si 

o,— ■ 

2 SX 


SA Si 
sz' ° 3 sx 


si 


si 


is . ~|~ C . J 

l sy 1 sz 
. si si 

h- C\ — * 

■s y -sz 
. si si 

bib-bn’ 


qui résultent de la théorie générale du changement de variables (appliquer tout sim- 
plement la définition des dérivées partielles et le théorème des lonclions composées). 

20. Polynômes. — Si X s’exprime par un polynôme en x y, z dans un système 
fondamental, il en est de même dans tous les systèmes fondamentaux, puisque 
les seconds membres des formules (3) sont des fonctions algébriques et entières 
en x\ y', z'. En outre ces fonctions sont du premier degré, et d’ailleurs, il en 
est de même des formules qui permettraient de calculer x', y', z’ en fonction de 
a\ y , z. Soit n le degré d’un polynôme lorsqu’on l'exprime en fonction de x , y , z, et 
n' son degré lorsqu’on l’exprime en fonction de x y', z'. On passe de la première 
expression à la seconde à l’aide des formules (3), et puisqu’elles sont du premier 
degré on ne peut avoir 

n 1 > n. 


Inversement, on pourrait remonter de l'expression en x', y\ z’ à l’expression en 
x , y, z par les formules inverses des formules (3) qui sont également linéaires. 
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On ne peut donc avoir 
Donc, on a nécessairement 


n > n'. 


U = n' . 


Ainsi donc, un polynôme est une fonction de point dont le degré possède le 
caractère intrinsèque requis pour trouver place dans celte étude. 

21. Fonctions scalaires du premier degré. — Les fonctions scalaires les plus 

simples sont celles du premier degré. Le lieu des points où s’annule une telle fonction 

est un plan : eu effet, soient O, A, 1» trois points, non alignes, où s'annule cette 

fonction. Appelons C un quatrième point, en dehors du plan OAB. En posant 

OM = a'OA H- i/OB • t- ;0C, 

nous aurons pour la fonction étudiée une expression du premier degré 

À (M ) = ujc vif »f- icz - l h, 

qui doit satisfaire aux conditions suivantes : 

t° s’annuler au point O, c’est-à-dire pour x = y — z = O, 

2° s'annuler au point A, c’est-à-dire pour x — I, y = :.-=ü, 

3° s’annuler au point B, c’est-à-dire, pour y — t, .»■=.- : = 0. 

Ces conditions entraînent respectivement h — 0, u — 0, r = 0. Donc, dans le 
système fondamental choisi, nous aurons 

À(M) -- U'z. 

Par suite, tous les points M annulant À(M) sont déterminés par l’équation 

0M = a OA -H ’/OB, 

qui exprime que OM est contenu dans le. plan OAB. 

Nous n’insisterons pas davantage sur cet ordre d’idées, très voisin de la géométrie 
analytique ordinaire, et nous dirons un mot des fonctions scalaires d'un vecteur 
libre. 

22. Fonctions scalaires d’un vecteur libre. — A chaque vecteur 
libre V, faisons correspondre une quantité scalaire p.. Nous obtiendrons une fonction 
scalaire du vecteur V. Une telle fonction peut se représenter par la notation 

a(V). 

Théoriquement, celte nouvelle notion ne diffère pas de celle de fonction de point : 
en effet de p.(V), on peut déduire une fonction d’un certain point M : il suffit pour 
cela de lier à une origine 0 arbitraire un vecteur OM tel que 

OM = V. 

Pratiquement, nous nous limiterons aux polynômes homogènes. La propriété 
d'homogénéité joue ici un rôle capital , par le fait qu elle appartient aux formules 
(4), qui transforment les composantes d'un vecteur libre. Si donc, dans un premier 
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système fondamental Jfe, G, un polynôme possède une expression homogène en 
fonction des composantes x,y, z de V, dans un autre système Jb', C' son 
expression en x', y\ z' sera encore homogène et du même degré. 

Soit ej,(V) un polynôme homogène et du premier degré. En appelant a et p deux 
quantités scalaires quelconques, nous aurons manifestement 

(7) o t («U+pV) = ao 1 (U)H-po 1 (V), 

le signe -4- correspondant, dans le premier membre, à une addition géométrique, et, 
dans le second, à une addition ordinaire. 

La proposition traduite par l’identité (7) est susceptible de réciproque. En effet, 
supposons qu’une fonction ta, d’un vecteur V satisfasse à cette identité. Exprimons 
V sous la forme 

V — a?Jb -t- y% 4 - zC. 

De (7), nous déduirons 

ej, (V) = cj, (x Jb 4- y $ 4- z C), 

= ej, (a; Jb 4— E/SJ) 4— ej, (z C), 

= a?EJ,(Jb) 4- y ej, ($) 4- ZEJ,((S). 

Les coefficients de x, t/, z dans celte dernière expression sont des constantes. Le 
théorème est donc établi. 


V 

Ponctions scalaires de plusieurs vecteurs : volume du parallélépipède . 

23. Fonctions scalaires de plusieurs vecteurs libres. — Par une 

généralisation facile, on peut envisager des fonctions scalaires de deux ou d’un 
nombre quelconque de vecteurs libres. 

Pratiquement, nous nous limiterons à la considération de polynômes homogènes 
par rapport à chaque vecteur. 

Plus particulièrement, soit la fonction scalaire 

?(U, V, W) 

des trois vecteurs U, V, W. Fixons deux de ce> vecteurs et faisons varier seulement 
le vecteur restant : si nous obtenons toujours de cette manière une fonction linéaire 
du vecteur restant, nous dirons que cp est une fonction Irilinéaire des trois vecteurs 
U, V, W. On déûnirait de même des fonctions bilinéaires de deux vecteurs U et V, 
et. plus généralement des fonctions p fois linéaires de p vecteurs. 

24. Fonctions symétriques. Fonctions alternées. — On dit qu’une fonction 

?(U, V, W) 
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est symétrique si on peut, sans changer sa valeur, permuter arbitrairement 

ü , V, W. 

On dit qu’elle est alternée lorsque la transposition de deux vecteurs, quels qu’ils 
soient, change le signe de la fonction et non sa valeur absolue. 

Considérons toutes les permutations des lettres U, V, W : 

U, V, W, ü, W, V, 

V, W, U, V, U, W, 

W, U, V, W, V, U. 

Celles qui sont écrites dans la colonne de gauche se déduisent de U, V, W par un 
nombre pair de transpositions (il est bien entendu qu’on nomme transposition 
l’opération qui consiste à échanger deux vecteurs). Par contre, celles qui sont écrites 
dans la colonne de droite contiennent un nombre impair de transpositions. 

On dit que les premières sont des permutations de classe paire , et que les 
secondes sont des permutations de classe impaire. 

Il résulte immédiatement de la définition des fonctions alternées que l’on a 

«p (U, V, W)= tp(V, W, U)= ?(W, U, V) 

= -?(U, W, V) = — cp(V, U, W) = - T (W, V, U). 

Le volume d’un parallélépipède va nous fournir un exemple remarquable de 
fonction trilinéaire et alternée de trois vecteurs libres. 

25. Volume d’un parallélépipède. — Nous nous proposons de définir et 
d’étudier le volume d’un parallélépipède, en tant que fonction scalaire des trois 
vecteurs libres obtenus en prenant les grandeurs vectorielles des trois arêtes issues 
d’un même sommet. 

Ce problème une fois résolu, on étendrait la notion de volume à des domaines 
quelconques (ou tout au moins très généraux) en faisant appel au processus classique 
du calcul intégral. 

Par volume d’un domaine, nous entendons un nombre qui satisfait aux conditions 
suivantes, que nous compléterons par la suite : 

Condition I. — £i un domaine D est décomposé en deux domaines partiels 
Dj et I) 2 (sans partie commune et épuisant par leur réunion l’ensemble des points de 
D), le volume de D est»la somme des volumes de et de D r 

Condition II. — Deux domaines déduits l’un de l’autre par translation ont même 
volume. 

Condition III. — Le volume du parallélépipède construit sur OA, OB, OC est 
une fonction continue de leurs grandeurs vectorielles. 

Ces conditions posées, représentons par la notation 

(OA, OB, OC) 

le volume à définir. Considérons le symbole 

(OA, OB, OC + ÀOA). 
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Il devra donner le volume d’un parallélépipède, construit sur OA, OB, OD, le 
point D étant tel que 

CD = XOA. 


Or, d’après la condition II, il est nécessaire que l'on ait 

(OA, OB, OC) — (OA, OB, OD). 



En effet, on passe du premier volume au second en ajoutant et retranchant à ce 

premier volume ceux de deux prismes triangu- 
laires, qui se déduisent l’un de l’autre par une 
translation égale à OA. 

Plus généralement, nous devrons donc avoir, 
quelles que soient les quantités scalaires X et g., 

(OA, OB, OC-i-XOA-f-p.OB) = (OA, OB, OC). 

En résumé, ce que nous sommes convenus 
d’appeler volume ne changera pas si l’on modifie la 
direction de l’arête OC, en laissant le point C arbitraire dans un plan parallèle à OAB. 

Remarquons que les modifications ainsi permises de l’arête OC n’altéreront jamais 
l’orientation du trièdre OABG. 

26. Sans modifier le volume, la remarque précédente nous permet d’attribuer 
aux arêtes des directions quelconques. Voyons donc s’il est possible de définir, 
conformément à ce qui précède, le rapport des volumes de deux parallélépipèdes 
ayant leurs arêtes parallèles. 

Supposons donc que L’on ait 

OA 7 = XOA, O'B' = (/.OB, 0'C' = vOC, 


et plaçons-nous d’abord dans le cas où les scalaires X, p., v sont rationnels et positifs. 
Il y a alors possibilité de reconstituer les deux parallélépipèdes considérés par la 
juxtaposition d’un nombre entier de parallélépipèdes, déductibles par translation de 
l’un deux. Dans ce cas, on trouve immédiatement 


(O'A', O'B', 0'C') = Xp.v(0A, OB, OC), 

et cela, en vertu des conditions I et 11. Par la condition 111, on étend aisément cette 
relation à toutes les valeurs positives de X, p., v. 

Mais alors, pour la commodité des calculs, il est naturel d’introduire des 
conventions de signe telles que la relation (8) devienne générale. C’est à cette hypo- 
thèse supplémentaire que nous avons fait allusion en commençant. Nous l’intro- 
duirons systématiquement sous le nom de Condition IV. 

27. Linéarité du volume par rapport à chacun des vecteurs. — Nous 
allons montrer que s’il existe une quantité scalaire 

(OA, OB, OC), 

répondant aux conditions I, II. III et IV, elle est forcément une fouction linéaire de 
chacune des grandeurs vectorielles OA, OB, OC. 



FONCTIONS SCALAIRES DE PLUSIEURS VECTEURS 


15 


En effet, montrons d’abord que l’égalité vectorielle 

OC = OC' H- OC" 


doit entraîner l’égalité scalaire 

(OA, OB, OC) = (OA, OB, OC')-i-(OA, OB, OC"). 

Les trois volumes mis en jeu dans cette dernière sont ceux de parallélépipèdes 
ayant une face commune. Les directions des arêtes OC, OC', OC" sont distinctes en 
général, mais on peut substituer aux points G, O', G" d’autres points C t , G',, G", 
alignés avec le point O, sans altérer les volumes correspondants. 11 suffit pour cela, 
utilisant la remarque du n° 23, de prendre pour G,, G',, G", les projections, faites 
parallèlement au plan OAB, de G, G', G" sur un même axe O;. Le théorème devient 
alors évident : faisons seulement remarquer qu’à ce point précis de la démonstration, 
la condition IV joue un rôle important. 

Plus généralement, on démontrerait que l’égalité vectorielle 

0C = À'0C'~i-X"0C" 

entraîne l’égalité scalaire 

(OA, OB, 0C) = >,'(0A, OB, OC') -hX"(0A, OB, OC"). 

C’est là d’ailleurs uniquement une conséquence de la relation générale (8) et du 
théorème précédent. 

Mais alors, d’après ce que nous avons vu au n° 22, le symbole 

(OA, OB, OC) 

sera une fonction linéaire de OC lorsqu’on laissera OA et OB fixes. 

En définitive, 

(OA, OB, OC) 

sera donc une fonction trilinéaire. de OA, OB, OC. 

28. Alternance du volume. — Nous allons montrer maintenant, en nous 
servant de la remarquée du n° 23 et de la condition IV, que le volume est une 
fonction alternée de OA, OB, OC. 

La remarque du n° 25 nous permet en effet d’écrire 

(OA, OB, OC) = (OA, OB-t-OC, OC) 

= (OA, OB 4 - OC, — OB) 

= (OA, OC, — OB). 

D’après la condition IV, cette dernière expression peut justement s’écrire 

— (OA, OC, OB). (G. Q. F. D.) 

29. Expression définitive du volume. — En résumé, s’il existe une 
quantité scalaire 


(OA, OB, OC) 
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satisfaisant aux conditions I, II, III et IV, cette quantité doit être une fonction trili- 
néaire et alternée de OA, OB, OC. 

Nous allons démontrer que ces deux dernières conditions la déterminent à 
un facteur constant près. La présence d’un tel facteur était d’ailleurs a priori 
indispensable : en effet, il est clair qu’on ne peut évaluer que le rapport de deux 
volumes. 

Pour établir le résultat qui vient d’être énoncé, nous aurons recours à ce lemme. 

Lemme. — Considérons une forme trilinéaire des trois séries de variables 



^2* 

b v 




Cj, c. 


2’ C 3> 


c’est-à-dire une somme de termes tels que 


Xy' k^ibjC/{, 

où les indices i, j, k, peuvent recevoir, de toutes les manières possibles, l’une 
quelconque des valeurs 1,2, 3. En échangeant les deux séries de variables 


^g» ^3> 

Cj, c.,, c 3 , 


on obtiendra une nouvelle forme , de terme général 


\iijkaibjc k . 


Les coefficients X et p. des termes semblables seront liés par les relations 


En effet, du terme 


y-ijk '^ikj • 

^■ijkOibjC k) 


la transposition des b et des c nous amène au terme 


Pour réaliser la correspondance par termes semblables dans les deux formes, nous 
devons, dans le dernier monôme, permuter les indices ) et k , ce qui donnera 
bien 

X ikjaibjC k . (G. Q. F. D.) 

On peut dire encore, sous une forme plus condensée : 

Il est indiffèrent d'intervertir deux séries de variables ou les indices de même 
rang souscrits à X. 

Ce dernier énoncé nous amène tout naturellement à cet autre, plus général : 

Il est indifférent de faire subir aux a, b, c une substitution conduisant à 
une permutation quelconque de ces lettres , ou de faire subir la même substi- 
tution aux indices souscrits à X. 
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30 . Cherchons maintenant à exprimer que le volume est une fonction alternée. 
Nous désignons par 

(æ,, a v ûj), 

(6j, b 2 , b 3 ), 

(c i> C 2 , ^ 3 ) 

les composantes de OA, OB, OC dans un système fondamental qu'il est inutile 
d’expliciter. 

Lorsque OA, OB, OC sont rangés dans leur ordre naturel, le volume est une 
certaine forme trilinéaire, de terme général 

t'ijkdibjCif 

Considérons toutes les permutations de OA, OB, OC. Ce sont 

OA, OB, OC, et OA, OC, OB, 

OB, OC, OA, OB, OA, OC, 

OC, OA, OB, OC, OB, OA. 

Les valeurs correspondantes du volume seront des formes ayant respectivement 
pour terme général 

'ï'ijIittibjC I ( , et ^ikjQ-ibjCic, 

'^Ihi&ib jC ki ’^jikQ'ibjCic, 

’^kijQibjC ki X kji (, ibjCk • 

La propriété d’alternance équivaut à l'ensemble des conditions 

X ijk ■ — Xy fcl X kij — — X 1 h J '■ — • “ "bjik — * ~^kji 1 

qui expriment que les coefficients X sont eux-mêmes fonctions alternées de la dispo- 
sition des indices i, j et k. 

De là, il résulte d’abord que l’égalité de deux indices entraîne l’annulation du 
coefficient X correspondant. En effet, on peut écrire par exemple 

= ^ii3’ 

d’où 

\l3 = 0* 

On devra donc donner à i, j, k des valeurs distinctes, formant dans leur ensemble 
une permutation des nombres 1, 2, 3. En définitive, les conditions précédentes 
pourront s’écrire 

^123 == ^231 — = ^312 == ^132 = ~ ^213 ^321 - 

11 ne subsistera donc dans l’expression de la forme qu’un seul coefficient indé- 
terminé X 123 . La quantité entre parenthèses pourra se déduire du tableau carré 

#2 ^3 
^1 ^2 ^3 
C 2 

Boulioand. — Géométrie vectorielle. 2 
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en écrivant tous les produits formés en prenant un terme et un seul dans chaque 
ligne et dans chaque colonne, tels que 

aibjC k , 

en faisant précéder tous ces produits du signe -+- ou du signe — , suivant que la 
permutation (i,j, k) des indices (1, 2, 3) est paire ou impaire, et en sommant tous les 
monômes ainsi obtenus. 

De telles expressions sont étudiées systématiquement en algèbre, sous le nom de 
déterminants. Remarquons que les considérations précédentes nous amènent logi- 
quement à la définition (un peu complexe) de ce mécanisme de calcul, d’une impor- 
tance fondamentale. Cette importance, comme nous le montrerons plus loin, provient 
de la possibilité d’écrire à l’aide de déterminants, la solution d’un système de n 
équations du premier degré à n inconnues. 

31 . Convenons de représenter par le symbolisme 

II. j 

à L b 2 b 3 

C j Cq c 2 


la valeur du déterminant précédent. Le volume cherché aura une expression de la 
forme 


(OA, OB, 0C) = X 


«1 «2 

b \ b % b 3 , 

c, c, C 3 


où X désigne un coefficient indéterminé. 

Pour trouver la signification de ce coefficient, mettons maintenant en évidence 
le système fondamental OA 0 , OB 0 , OC 0 dans lequel les composantes de OA, OB, OC 
sont précisément 

( g [ j , u 2 , 

(/q, b 2 , ôg), 

( C l> C 2i C g)‘ 


Dans ce système OA 0 a lui-même pour composantes’ (1, 0, 0), 

- OB 0 - - (0, 1, 0), 

- OC 0 - - (0, 0, 1). 


Nous pouvons donc écrire 

(OA 0 , OB 0 , OC 9 )==X 
Par suite, nous aurons 

(9) (OA, OB, OC) = (OA 0 , OB 0 , OC 0 ) 


10 0 
0 10 
0 0 1 


: X. 


«t a 2 a 3 

b x b 2 b t 

c i c., c 3 


Le problème du calcul du volume d’un parallélépipède est donc entièrement 
résolu. 
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32 . Signification du signe du volume. — Le système fondamental 
OA 0 , OB 0 , OC 0 restant tixe, supposons qu’on lasse varier d'une manière continue les 
vecteurs OA, OB, OC. Alors 


(OA, OB, OC) 


variera d'une manière continue et ne s’annulera que si l’un des trois vecteurs vient à 
traverser le plan des deux autres, par suite, si on évite cette dernière circonstance, 
l’expression 

(OA, OB, OC), 


ainsi que le déterminant 



a., 

à, 

^2 


m 3 

*3 

C 3 




conservent un signe invariable. On peut encore dire : 

Si l’on conserve, au cours de la variation précédente, l’orientation du trièdre 
OABC, le signe du volume (OA, OB, OC) et celui du déterminant correspondant 
demeurent invariables. 

On en déduit également le résultat suivant : 

Le déterminant précédent est positif ou négatif suivant que le trièdre OABC et le 
trièdre OA 0 B 0 C 0 sont de même sens ou de sens contraires (’). 


VI 

Déterminants. Équations du premier degré. 

33. Construction d’une Géométrie à n dimensions. — Jusqu’à 
présent, nous avonS raisonné en supposant que l’espace possède trois dimensions. 
Nous avons dû faire appel à cette hypothèse, au n°14, lorsque nous avons examiné 
la possibilité d’exprimer un vecteur quelconque à l’aide du nombre minimum de 
vecteurs fondamentaux. 

En restant dans le domaine de la Géométrie abstraite, nous pouvons parfaitement 
susblituer à cette hypothèse une autre plus générale, et admettre que le nombre des 
dimensions de l’espace est un entier quelconque n. Tout vecteur pourra dès lors 
s’exprimer au moyen de n vecteurs fondamentaux : en disant que ces vecteurs 
forment un système fondamental nous leur imposons des restrictions qui géné- 
ralisent celle que nous avons faite dans le cas de n — 3 et en spécifiant qu’on 

(1) Ces raisonnements sont bien connus, et il n’y a pas lieu d’insister davantage. Voir, 
par exemple, mon Cours de Géométrie analytique, n° 29. 
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choisit Irois vecteurs non situés dans un même plan. Pour préciser ces restric- 
tions en toute généralité, nous définirons d’abord ce qu’il faut entendre par multi- 
plicité LINÉAIRE. 

Expliquons la signification de cette nouvelle notion dans le cas de n = 3. 

Il y a alors deux espèces de multiplicités linéaires : 

1° La droite, conslituée par une famille de points à un paramètre. 

2° Le plan, constitué par une famille de points à deux paramètres. 

On dit encore, et cela se comprend de soi-même, que la droite est une 
multiplicité linéaire d'ordre un, et le plan une multiplicité linéaire d'ordre 
deux. 

Dans l’espace à n dimensions, nous rencontrerons pareillement divers types de 
multiplicités linéaires, caractérisés par les ordres 1, 2, . . . , n — 1. 

Pour définir une multiplicité linéaire d’ordre p^n — 1, il suffit de se donner 
p l points O, A,, A 2 , . . . , A p non situés dans une multiplicité linéaire d’ordre 
inférieur. Cette multiplicité sera alors le lieu de tous les points M définis par l’éga- 
lité vectorielle 

(10) OM = X,0A, -f- X 2 0A 2 -H ... -h XpOAp, 

qui fournit la généralisation naturelle de certains modes de définition, déjà rencon- 
trés, de la droite et du plan (cf. n° 19). 

Grâce à cette définition, nous pouvons maintenant donner cet énoncé précis : 

Dans l'espace à n dimensions, tout vecteur libre peut s'exprimer à l'aide de n 
vecteurs fondamentaux, non parallèles à une même multiplicité linéaire de cet 
espace. 

La théorie du changement de coordonnées et la notion de fonction d’un ou de 
plusieurs vecteurs libres s’étendent d’elles-mêmes à cette nouvelle géométrie. On 
peut en dire autant de la notion de fonction p fois linéaire de p vecteurs libres. 

Voici sous quelle forme on peut généraliser la notion du parallélépipède. Dans le 
cas de n = 3, le parallélépipède est formé par l’ensemble des poiqts M tels que 

OM = a?0A h- j/OB -h zOC, 

les nombres x , y, z pouvant prendre toutes les valeurs comprises entre O et 1. Cette 
définition s'étend d’elle-même au cas de n quelconque. 

Nous obtiendrons, dans l’espace à n dimensions, toutes les généralisations pos- 
sibles de ce que sont le parallélépipède, le parallélogramme et le segment de droite 
dans l’espace à trois, en donnant à p toutes les valeurs entières de 1 à n, et aux 
coefficients X v X 2 , ... , X p tous les systèmes de valeurs comprises entre O et 1. 
Nous engloberons ces diverses figures dans la désignation générale de paralléloïdes. 

Suivant le nombre de dimensions d’une telle figure, nous dirons qu’elle 
appartient à l’un des ordres 1,2, . . . , n. Le paralléloïde d’ordre n sera ainsi, 
pour l’espace à n dimensions, la généralisation du parallélépipède pour l’espace 
à trois. 
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Nous allons nous occuper de généraliser à celte nouvelle figure la notion de 
volume. Toutefois, pour employer un langage systématique, nous aurons recours 
désormais à la locution étendue d'ordre n. Nous allons maintenant définir la notion 
à laquelle elle s'applique. 

34. Étendue d’un paralléloïde d’ordre n. — Nous voici donc en géo- 
métrie à n dimensions. Nous y avons peuplé l’espace de multiplicités linéaires 

, . . . , à 1, ... , n — 1 dimensions. Chacune de ces multiplicités aura sa 
géométrie propre, c’est-à-dire exprimable sans intervention des points de l’espace 
extérieurs à cette multiplicité : par exemple, dans le cas de n = 3, on peut déve- 
lopper la géométrie d’un plan indépendamment de celle de l'espace entier, et la géo- 
métrie d une droite indépendamment de celle de l’espace entier. Dans ce même cas 
(n = 3), on peut comparer mutuellement : 

1° deux longueurs d’une môme droite (ou de droites parallèles); 

2° deux aires d’un même plan (ou de plans parallèles) (*) ; 

3° deux volumes. 

D’une manière générale, nous chercherons donc, lorsqu’il y a n dimensions, 
à comparer deux étendues d’une même multiplicité linéaire d’ordre au plus 
égal à n — 1, ou deux étendues d’ordre n. Les étendues que nous envisageons 
dans une multiplicité linéaire d’ordre p sont elles-mêmes de l’ordre p, bien entendu. 

11 semble donc que nous ayons à résoudre n problèmes distincts : 

Comparaison des étendues (d’ordre 1) de deux paralléloïdes (d’ordre 1), dans une 
multiplicité Jfoj ; 

Comparaison des étendues (d’ordre 2) de deux paralléloïdes (d’ordre 2), dans une 
multiplicité Jtlb 2 , etc ... ; 


Comparaison des étendues (d’ordre n — 1) de deux paralléloïdes (d’ordre n — 1) 
dans une multiplicité Jb n _,; 

Comparaison de deux étendues d’ordre n dans l’espace. 

La distinction entre ces problèmes est purement apparente, grâce au fait que 
chaque multiplicité linéaire, telle que Jt^, . .., JU 9 n _,, peut être regardée 
comme un espace autonome. Il suffit donc de définir l’étendue d’ordre n d’un 
paralléloïde de l’espace à n dimensions. 

35. La notion de l’étendue d’un paralléloïde d’ordre n, dans l’espace à n dimen- 
sions, se construit exactement comme celle du volume d’un parallélépipède dans 
l’espace à trois. Ses propriétés caractéristiques sont toujours : 

1° l’addition par juxtaposition (condition I); 

2° la conservation par translation (condition II); 

3° la continuité (condition III). 

Des deux premières, on conclut encore à la possibilité de faire varier arbitrai- 
rement la direction d’une arête ( 1 2 ), pourvu que son extrémité décrive une multiplicité 
,lWo n _i parallèle à celle que déterminent les (n — 1) autres arêtes. 

(1) Il suffit de reprendre le raisonnement de la section V en géométrie plane. 

(2) Une arête signifie ici : une portion de multiplicité Jlb(. 
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II est alors possible de se ramener à la comparaison des étendues de deux paral- 
lélbïdes, dont les arêtes sont deux à deux parallèles. Soient les deux paralléloïdes 
construits sur les vecteurs 


OA,, OA 2 , OA,„ 

oa,', oa;, oa;, 

tels que 

OAÎ = X,OA,, . . . , OAi, = X n 0A„. 

En conservant toujours le même symbolisme que précédemment, nous aurons encore 
une relation 


(12) (0A'„ OA.,, 0A;) = X,X 2 ... X n (0A„ OA 2 , ..., OA n ), 

qui est la généralisation immédiate de la relation (8). Les conditions I, II, III 
n’établissent la relation (12) que pour les valeurs positives de X, ... X n . On 
introduit encore une nouvelle condition (IV) consistant dans la généralité de la 
relation (12). 

On démontre comme précédemment la linéarité de l’étendue par rapport à chacun 
des vecteurs. 

En outre, l’étendue ainsi définie sera encore une fonction alternée. Sans loucher 
aux autres vecteurs, intervertissons deiix vecteurs 0A P et 0A ? . Le signe de l’étendue 
sera modifié, sans altération de sa valeur absolue. 

En effet, à l’intérieur d’une parenthèse, nous avons le droit d’opérer sur 0A P et 
OA ? les transformations successives suivantes : 


OA p, 

0A ÿ , 

0A P -+- QA r/ , 

0A ? , 

OAp + ÛA<7, 

— 0A P , 

ÛA V , 

— 0A P , 


qui sont permises, d’après la remarque faite tout au début du raisonnement. La 
relation (12) entraîne alors la conclusion annoncée. 

En résumé, l’étendue sera une fonction n fois linéaire et alternée des n vecteurs 
0A„ 0A 2 , . . . , 0A„. Celte double propriété la détermine encore à un facteur de 
proportionnalité près. La démonstration ne diffère en rien de celle que nous avons 
donnée précédemment. 

Prenons un système fondamental quelconque OJ,, 0J 2 , . . . , 0J„, (la locution 
système fondamental implique que les vecteurs OJ,, . . . , OJ» ne sont pas dans une 
même multiplicité linéaire d’ordre <n ). Exprimons OA,, . . . , 0A„ au moyen de 
ces vecteurs. Nous devons introduire ici deux indices. Convenons que le vecteur OA 
peut s’écrire 

OA = a‘OJ, -t- a 2 0J 2 -h ... 4- a n 0J n , 
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il sera naturel d’écrire 

j 0A 2 — flaOJ, + aïOJ 2 + . . . —H fl*0J n> 

\ 0A„ = flnO J, -f- *+■ . . . + flnOJ n . 

L 'étendue s’exprimera par une forme n fois linéaire alternée de terme général 

N Î\ t Â'a A 

A/.-,Av.A w «i «2 • • • a,i ■ 

L’échange de deux séries de variables fournira une forme analogue. Pour faire cor- 
respondre ces formes par termes semblables, il faudra faire subir au coefficient du 
terme général de la première forme le changement qui résulte de la transposition des 
deux indices ayant même rang que les deux séries de variables considérées. 

On arrive toujours à la même conclusion : les X sont des fonctions alternées de 
la disposition des indices; il ne peut y avoir égalité de deux indices sans l’annulation 
du X correspondant. On sera donc amené à écrire 




a\ 

a\ 

. . . cri 1 

(OA„ OA.. . 

.., 0AJ=X 

a\ 

a\ 

. . . a’i 


1 

; 

ü n 

dn 

... aü 


X désignant un coefficient arbitraire, et le second facteur se calculant suivant la règle 
que voici : 

On forme tous les produits 

a'i'«ï ... aï? 

obtenus en prenant un terme et un seul dans chaque ligne et dans chaque 
colonne. 

Ceci revient à dire qu’il y a autant de ces produits que de permutations 

i h., , • • • » /• r» 

des entiers 

1, 2, . . . , n. 

Puis on fait précéder du signe -t- ceux qui proviennent d'une permutation de 
classe paire , et du signe — ceux qui proviennent d'une permutation de classe 
impaire , et on ajoute tous les monômes ainsi formés. 

Le mécanisme de calcul auquel nous sommes ainsi conduits, d’une manière natu- 
relle, s’appelle un déterminant d’ordre n. 

Il est maintenant facile de préciser la signification du coefficient X dans le calcul 
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précédent. En reproduisant un raisonnement déjà fait, nous pouvons écrire en effe 


1 0 ... 0 

(OJ„ 0J 2 , ..., OJ„) = X 0 1 *• ° 

0 O ... 1 

Il suffit de comparer cette égalité à la précédente pour en déduire 

a\ a\ ... a t 

(14) (OA„ OA s , OA n ) = (OJ„ 0J 2 , ..... OJ n ) aï a ‘ 

On 

36. Condition pour qu’un déterminant soit nul. — Des conditions 
qui nous ont fourni la définition de la notion d’étendue, nous pouvons déduire le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si OA,, 0A 2 , . . . , 0A n appartiennent à une multiplicité 
linéaire d'ordre < n, on a 


(0A„ 0A 2 , ..., 0A n ) = 0. 

L’hypothèse de cet énoncé est très générale et ne spécifie pas l’ordre de la multi- 
plicité linéaire, qui peut être l’un des nombres 1, 2, . . , n — 1. 

Supposons, pour fixer les idées, que OA,, 0A. 2 , . . . , 0A n appartiennent à une 
multiplicité linéaire d’ordre n — 2, mais qu’il y ait au moins n — 2 de ces vecteurs 
qui n’appartiennent à aucune multiplicité d’ordre < n — 2. En disposant des nota- 
tions, nous pouvons toujours supposer que ces vecteurs sont précisément 

OA,, OA^, . . . , 0A,j_2, 

de sorte que nous pourrons écrire 

0A„_i — X,0A, XjOA, H— . . . X„_ a 0A„_.î, 

0A„ — (x,0A, -I- p- 2 0A 2 -t- . . . -i- (A„_20A n _2. 

Dès lors, nous aurons, en vertu de la linéarité de l’étendue, 

(OA,, 0A 2 , •••> OA„_i, OA,,) — — p., (OA,, ..., OA n _i, OA,) 

• • • ~f~ — 2 (OA,, ..., 0A n _ 1 , OA n _a). 

Orj dans le second membre, chaque parenthèse porte sur n vecteurs qui ne sont pas 
deux à deux distincts. Toutes ces parenthèses sont donc nulles, d’après la définition 
des fonctions alternées. 

Ce raisonnement est général et peut êlre répété pour une multiplicité quelconque 
de l’un des ordres, 1, 2, . . . , n — i. (C. Q. F. D.) 
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Théorème contraire. — S'il n'existe aucune multiplicité linéaire d'ordre 
inférieur à n contenant à la fois 

OA,, OA,, • « » , OA„, 

on a 

(0A„ 0A 2 , OAn^O. 

En effet, supposons un instant que l’on ait, pour un choix bien déterminé des 
vecteurs OA„ OA a , . . . , OA n répondant à l’hypothèse, 

(OA,, 0A 2 , 0A„) = 0. 

De cette étendue d’ordre n qui est nulle, nous pouvons eu déduire une infinité 
d’autres jouissant de la même propriété. Ainsi que nous l’avons expliqué au n° 35, 
nous pouvons, sans altérer l’étendue d’un paralléloïde, faire varier à loisir la direc- 
tion de ses arêtes. En nous appuyant sur cette possibilité et sur la relation (12), nous 
serions ainsi amenés à assigner une étendue nulle à tout paralléloïde d’ordre n. Or 
la définition même de l’étendue postule l'existence d’au moins une ligure d’étendue 
non nulle. La proposition est donc établie. 

37. Nous pouvons maintenant englober les deux théorèmes précédents dans 
l’énoncé général que voici : 

Pour que l'on ait , dans l'espace à n dimensions (ou dans une multiplicité Jb„) 

(OA,, 0A 2 , ..., 0A tl ) 0, 

il faut et il suffit que OA,, 0A 2 , ..., 0A n forment un système fondamental , 
c’est-à-dire qu’il n’existe entre ces vecteurs aucune relation telle que 

X,QA, — f— X 2 0A 2 -f- . . . — t- X n 0A n 0 

à coefficients X,, X 2 , . . ., X„ non tous nuis. 

Ceci étant acquis, considérons l’égalité (14). Il est bien entendu que les vecteurs 

0J„ ...» 0J n 

qui interviennent dans cette égalité forment un système fondamental. L’on a donc 

(0J„ 0J 2 , ..., 0J„) =£0. 

Il y a par suite équivalence entre les conditions 

(OA,, 0A 2 , ..., 0A„) = 0 
et 

aj a i, ... a\ l 
a\ a* . . . a? 

.1 2 n n 

a n a, i • . • a n 

Mais il y a aussi équivalence entre la première et l’existence de coefficients X, . . . X p 
non tous nuis, tels qu’on ait 

X,0A, + a 2 0Aj + . . . -f- XpOAp — 0, 
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ou encore ^ -b \a £ À n a* = 0, 

/ Xjû” ■+■ À 2 ct^ — t— . . . H— J == 0. 

On peut donc énoncer, en rapprochant ces conditions équivalentes, le théo- 
rème suivant : 

Pour qu'un déterminant soit nul, il faut et il suffit qu'il existe entre les élé- 
ments de ses colonnes au moins une relation linéaire à coefficients non tous nuis. 

On obtiendrait un énoncé analogue en substituant les lignes aux colonnes, d’après 
une transformation qui sera légitimée au n° 39. 

38. Multiplication de deux déterminants d’ordre n. — La théorie des 
changements de coordonnées est exactement la môme pour n = 3 et pour «quel- 
conque. Il est donc inutile de la développer de nouveau. Toutefois, nous allons mon- 
trer comment on peut en déduire la règle de multiplication de deux déterminants 
d’ordre « : 



a\ 

a? . 

. a” 



«1 

a ï 

...a” 

b = 

al. 

a* . 

. . a'I 

et 

A = 

«4 

*2 

••• «? 


0» 

a l • ■ 

. . a" 



a n 

“» 

. . . a" 


Supposons que l’on considère n vecteurs libres 

V V V 

¥ i 5 v 2' ••• 9 * n 

et que leurs composantes dans le système fondamental 0A 1!( 0A 2 , . 0A n soient 
fournies par les relations 

V 4 = aj 0A 1 ~b oq OA, + oc^OAn, 

V 2 = <x\ 0A t *+- a 2 0A 2 -+- . . . -+- a?OA ?z , 


V„ — aJ l 0A i + ot“ OA, -h a”OA n . 

Supposons de plus qu'on ait toujours 

OAj — ■ 0J t ci\ 0J 2 + . . . — h* æ^OJn, 
OA, — OJ^ -f- (K 0J 2 ~h . • • H- oJÛJn, 


0A n <0J t + ^OJ^-h •••“+“ a nOJ n . 

Si Ion rapporte V 1? . V n , au système fondamental 0J 19 . 0J n , on 
obtiendra 


V t <x\ + ^2 a i • • • “b* ^u a> i) 0J t -t~ . 

V 2 = (cl\ ai -t- fl 4 a -> •••"+“ a h&2 ) 0J t H- . 


V„ — (n{ «J, H- 4- . . . -+- a,’X) 0J t -t- . 


H- (a”a{ + ... -f-a”a") 0 J»>, 

~ t~ -+-«”*2 “t - • • • "d - ®n®i)0Jn> 


-f- (a’X + a H- ... 4- aX) 0J„ 
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Or, eut vertu de (44), nous pouvons écrire 

(V,, V.,, ..., V n ) = (0A t , 0A 2 , . . . , 0A n ). A, 

(0A t , OA,, 0A n ) = (0J t , 0J 2 , 0J„).D. 

En multipliant membre ù membre ces deux égalités, nous obtiendrons 

(V„ V 2 , V tt ) = (0Jp 0J 2 , 0J„).DA. 

Or, des équations qui donnent les composantes de V,, . . V n dans le système fon- 
damental OJi, . . 0J„, nous déduisons aussi, en vertu de (14), 

(Vp V 2 , . . V n ) = (0J,, 0J 2 , ...,0J„)3\ 

en posant 



a\*\ — 1 — ût -+- . 


•-I -«*»*?< 

... «?*{+«?*? -t-. 




. . H-dJj a” , o -f -o~ 2 • 

■■ +«;.*ô'. 

... 1 ^ — • 



aW n -haU : ; r \- . 

. . -f -a), a", cr’ a;, -b . . 


... <*'-HÇ«; r H. 

• • • • 


Le déterminant 3) est donc égal au produit cherché 

$ = D.A. 


39. Autres propriété» des déterminants. — Ou ])eul échanger, dans 
un déterminant, le rôle des lignes et des colonnes. 

Considérons en effet le tableau 


<t\ u\ . . . a" 
n' 2 a\ . . . a? 


Nous avons défini le déterminant de ce tableau comme une forme n fois linéaire et 
alternée des n séries de n variables, écrites dans les lignes successives de ce tableau, 
forme dans laquelle le coefficient du terme 

n 1 n 2 (j n 

U J u 2 • • • 11 n 

est égal à l’unité. Nous avons vu que cette expression est une forme n fois linéaire 
des n séries de variables écrites dans les n colonnes. De plus, elle est alternée*. En 
effet, son terme général est de la forme 


(car nous partons de la formation par lignes), e désignant -+~ 1 ou — 1 suivant la 
parité de la permutation 

*1*2 • • • *n 

des indices 1, 2, ... n. Si nous permutons deux colonnes, d'indices a< et a k , nous 
déduirons de la forme précédente une autre forme. Si nous voulons, dans cette forme 
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écrire le terme semblable à un terme de la première, c’est-à-dire revenir à la même 
permutation des indices supérieurs, il s’ensuivra que, dans la permutation des 
indices inférieurs, i et k seront échangés. 

La forme est donc bien alternée, et il n’y a aucune différence entre le rôle des 
lignes et celui des colonnes. 

Nous n’avons d’ailleurs fait que répéter ici le raisonnement déjà indiqué au n 4 30 
et généralisé au n° 35. 

40. Développement d’un déterminant suivant les éléments d’une rangée. 

— Nous commencerons par résoudre cette question préliminaire : 

- Trouver l'expression générale des formes alternées et p fois linéaires de 
p séries de variables, comprenant n variables chacune. 

Ce problème a été résolu en supposant 

n — p. 

Supposons maintenant que l’on ait 

n > p 

et raisonnons sur un exemple : prenons 

p — 3 et . n — 5. 

Cherchons les formes trilinéaires alternées des trois séries de variables : 

a\ a] a\ a\ ai 
ai a\ al al a\ 

fl 3 fl 3 fl *3 fl 3 

Une telle forme admettra un terme général de la forme 

Aaja â a,Wj ,1 * 

A cause de la propriété d’alternance, il ne peut y avoir égalité de deux indices. Nous 
devrons donc considérer tous les arrangements sans répétition a,, a 2 , a 3 des nombres 
1, 2, 3, 4, 5 pris trois à trois. Or, pour former le tableau des arrangements, on peut 
partir du tableau des combinaisons, et faire, dans chaque combinaison, toutes les 
permutations possibles. Partons donc d’une combinaison déterminée, telle que 2, 3, 5 
et considérons le terme 

Groupons ce terme avec ceux qu’on en déduit par permutation des indices 2, 3, 5. 
Nous obtiendrons une forme trilinéaire alternée de 

a] a\ a\ 

q q U 

ai ai al 

2 3 5 

a 3 al 03. 

L’ensemble des termes ainsi obtenus sera donc égal à 



a i 

<*ï 

ai 

^SJB 

„2 

flg 

al 

al 


‘2 

fl 3 

a! 

03 
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Finalement, la forme cherchée peut donc s’écrire 




a** a* s 

a V a ï a V > 

al' 


la sommation symbolisée par S étant étendue à toutes les combinaisons a, x 2 a a des 
indices 1, 2, 3, 4, 5 pris trois à trois. 

La généralisation pour n et p quelconques est immédiate. D’ailleurs, la propriété 
d’alternance exclut l’hypothèse p > n, qui, par la présence d’indices égaux, entraî- 
nerait l’annulation de tous les coefficients. 

41 . Du résultat obtenu au numéro précédent et de la définition même du déter- 
minant, on peut tirer des transformations de calcul très utiles pour le calcul pratique 
des déterminants. La plus importante est celle qui conduit au développement d’un 
déterminant suivant les éléments d'une ligne. Mais les transformations auxquelles il 
vient d’être fait allusion ont un degré de généralité beaucoup plus grand, et nous 
commencerons par en exposer le principe commun sur un exemple. 

Soit le déterminant d’ordre 5 


a\ 

•> 

<'î 

al 

a\ 

aï 

ai 

al 

ai 

ai 

al 

«i 

at 

a 3 

al 

al 

al 

al 

aï 

a\ 

a* 

al 

a 5 

al 

al 

aï 


Un terme quelconque t de D peut s’écrire sous la forme 




en désignant par i le nombre des inversions de la permutation, 


a p 

des indices 1, 2, 3 , 4, 5. 

Supposons un instant qu’on astreigne 

ap et 

à appartenir chacun à l'une des deux premières colonnes : alors 

a l', a J* et a.“' 


appartiendront nécessairement aux trois dernières. 

Donc si les deux premiers éléments du terme t appartiennent au carré obtenu en 
supprimant dans D les trois dernières lignes et les trois dernières colonnes, les trois 
derniers éléments du même terme appartiendront au carré complémentaire dans I), 
c’est-à-dire à celui qu’on obtient en supprimant les deux premières lignes et les deux 
premières colonnes. 
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Il est bien facile d’ailleurs d’écrire immédiatement l’ensemble des termes de D 
provenant de ces deux carrés complémentaires : cet ensemble est précisément la 
valeur prise par le déterminant D, lorsqu’on y annule tous les termes qui n’appar- 
tiennent ni à l’un ni à l’autre de ces carrés. On obtient ainsi un nouveau déterminant. 

a! a? 0 0 0 

a\ aï O 0 0 

D' =0 0 al aï al 

0 0 a'I at at 

O 0 al ai a\ 

D’après le résultat du n° 40, ce nouveau déterminant D' est une fonction alternée des 
deux séries de variables écrites dans le carré 

ai a\ 

«î al ; 

il est aussi une fonction alternée des trois séries de variables écrites dans le carré 
complémentaire. Sa valeur est donc de la forme 


1 2 
a, o ! 


al al al 


3 4 5 

1 2 

. 

(X 4 (l/ t 

ai a.> 


ûo (1[\ (l§ 


X étant un coefficient indépendant des valeurs attribuées aux divers éléments. Pour 
le déterminer, considérons les diagonales principales des deux déterminants écrits 
ci-dessus. Le produit des termes correspondants nous conduit précisément au terme 
formé par la diagonale principale de D. Par suite, nous aurons X = 1. 

Plus généralement, si dans un terme de I), on impose aux éléments qui pro- 
viennent de deux lignes déterminées (telles 3 et 5) d’appartenir à un système de deux 
colonnes déterminées (soient 1 et 4), les autres éléments proviendront du carré com- 
plémentaire (c’est-à-dire du carré obtenu en supprimant les lignes 3 et 5, et les 
colonnes \ et 4). L’ensemble des termes de D satisfaisant à ces conditions se présen- 
tera donc encore sous la forme d’un produit de deux déterminants, qu’il faudra faire 
précéder d’un signe. Pour déterminer ce signe, on prendra dans chacun des deux 
déterminants obtenus la diagonale principale; on retombera ainsi sur un terme de D, 
dont le signe est donné par la définition même : ce signe sera manifestement le signe 
cherché. 

42 . Le raisonnement précédent nous amène à une décomposition de D en une 
somme de termes qui sont chacun le produit d’un déterminant du 2° ordre par un 
déterminant du 3 e . Pour fixer les idées, distinguons dans D les deux premières lignes 
et les trois dernières. 

Le déterminant D est une forme linéaire de tous les déterminants du 3® ordre 
extraits du tableau des trois dernières lignes (chacun de ces déterminants correspon- 
dant à une combinaison trois à trois des indices 1, 2, 3, 4, 5) (résultat du n° 40). 
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D’autre part, il est également linéaire par rapport aux déterminants du 2 e ordre 
extraits, d’une manière analogue, du tableau des deux premières lignes. 

Donc D sera une fonction bilinéaire de ces déterminants d'ordre 3 et de ces 
déterminants d’ordre 2. Nous avons d’ailleurs montré que dans un monôme déter- 
miné de cette forme, l’association de ces déterminants se fera par carrés complémen- 
taires, et que tous les coefficients seront égaux à ± 1. 

En déterminant les signes de chaque monôme comme il vient d’être expliqué, et 
en représentant, pour abréger, chaque déterminant par sa diagonale principale, nous 
pouvons donc écrire : 


D = («{a*) (aX«s) — ( a i°Ü) ( a î a l« t) 

+ («î«s) {affîa*) — (ûjflj) 

-+- («?«*) — («»«*) *+■ («t«5) («*«&) 

— (aX)(a' 3 alnl) H- (a^) (a'aX) 

— (aîaÜ) (u'apfi!) • 


Pour mener à bien le travail ci-dessus, il suffit du reste d’opérer patiemment et 
méthodiquement, d’écrire toutes les combinaisons de l’indice 1 avec les indices qui 
le suivent, puis celles de l’indice 2 avec les indices qui le suivent, etc. Ou forme 
ainsi à coup sur tous les déterminants extraits du tableau des deux premières lignes. 
Grâce à la notation adoptée ici, les indices inférieurs sont rangés dans chaque 
monôme dans leur ordre naturel. Le signe à prendre devant chaque terme est immé- 
diatement fourni par la parité du nombre des inversions de la permutation des 
indices supérieurs, puisqu’on supprimant les parenthèses on doit obtenir des termes 
du déterminant D lui-même. 

43. L’application du même principe conduit à l’expression d’un déterminant en 
fonction linéaire des éléments d’une rangée : elle montre que les coefficients de ces 
éléments sont, au signe près, -les déterminants mineurs correspondants, c’est-à-tlire 
ceux que l’on obtient en supprimant la ligne et la colonne qui se croisent sur 
l’élément considéré. Pour énoncer d’une manière précise la règle fixant les signes à 
prendre, revenons aux notations générales. Soit un déterminant D, que nous symbo- 
lisons comme tout à l’heure en écrivant sa diagonale principale 


D = (a!«? ... a"). 

Le développement de ce déterminant suivant les éléments de la p e ligne sera de la 
forme 

D = a}, A}, -f- a ,, A* tf”A ”, 

où A*, A*, . . ., A” sont respectivement égaux ou opposés aux mineurs 

Aj,, A;,, . . ., A';. 

(11 est bien entendu que A? représente ce qui reste de D, lorsque, sans autre 
transformation, on supprime la p e ligne et la c/ e colonne.) 

Pour trouver la relation entre A^ et A jj, remarquons d’abord que l’on a 

A} = A 


1 
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car le terme en diagonale principale de AJ, multiplié par a\, reproduit le terme en 
diagonale principale de D. Pour généraliser, imaginons que assoit le seul élément 
non nul de la p e ligne. On a donc alors 

(15) D=a* A|. 

Échangeons successivement la p c ligne avec chacune des p — 1 qui la précèdent; et 
la q K colonne avec chacune des q — 1 qui la précèdent. Après ces transformations, 
la valeur de D. a été multipliée par 

(— l)H-9-2 ou ( — l) p +«; 

l’élément a’ est venu prendre la première place en haut et à gauche de D, et le 
mineur qui lui correspond n’a subi aucune modification : c’est toujours AJ'. Nous 
pouvons donc écrire 

(16) (_ l)H-9D = a«A|. 

La comparaison des équations (15) et (16) nous donne alors 

A 2 = (-l)»+*A*. 

Il y aura donc alternance dans les signes. 

44. Systèmes d’équations du premier degré. — Envisageons d’abord 
le cas le plus simple, celui où il y a autant d’équations que d’inconnues. Soit donc le 
système 

( a\x l H- a*x 9 -+- . . . -+- a^x n = b v 
I H - . . • H- (i’.yi' n — b 2, 


f a n x 1 °n X î -+-••• *+■ a n X n ^n- 

Considérons, dans l’espace à n dimensions, un système fondamental de vecteurs, 
et soient 

OA 1 , OA*, OA n , OB 

les vecteurs qui ont pour composantes, dans ce système fondamental, les éléments 
des colonnes 1, 2 dans le tableau des coefficients, et les éléments écrits aux 
seconds membres. Le système (17) équivaut à une égalité vectorielle unique 

(18) aqOA 1 H - ïjOA ! -f- . . . -f- «r n 0A n ^ OB. 

La résolution de ce système équivaut à la décomposition de OB suivant les droites 
OA', OA 2 . . OA n . Pour que ce problème admette une solution et une seule, il faut 
et il suffit que OA 1 , OA a , . . . , 0A n forment un système fondamental (n° 33), c’est-à- 
dire que l’on ait (n° 37) 

(19) (OA 1 , OA 2 , ..., OA”) ^ 0. 

Supposons remplie la condition (19). Cherchons, à l’aide de (18), une expression de 
l’étendue 

OA”). 


(OB, OA 2 , 


• • M 
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Il suffit pour cela de remplacer dans la parenthèse OB par le premier membre de 
l’équation (18). D’après la propriété linéaire, le résultat obtenu pourra se décom- 
poser en une somme de n termes, dont le premier s’écrira 


rr, (OA 1 , OA 2 , ..., OA"). 

Tous les autres seront nuis, comme fonctions alternées de n vecteurs non tous 
distincts. Nous obtenons donc finalement 


^(OA 1 , OA», ..., 0A") = (0B, OA 2 , ..., OA"). 

En vertu de l’hypothèse (19), on tire de cette équation 


(20) 


x. 


(OB. OA 2 , ..., OA") 
(0A T , ÔA 2 , :.., OA")* 


Désignons un instant par 0J\ OJ 2 , . .., OJ" le système fondamental choisi tout à 
l’heure. En vertu de l’égalité (M), on peut remplacer le numérateur et le dénomi- 
nateur du second membre par le produit d’un déterminant et de l’étendue (OJ 1 , . . . 
J0„). Cette dernière s’élimine donc du résultat, et nous obtenons définitivement 


en posant 


= A i, 



a 1 

a i 

a n 

• • • 



a\ . 

. fll* 

A = 


a l 

... 

. A,= 


ai . 

. fl" 


< 

< 

... a" 


<>n 

a n •• 

• < 


On pourrait tirer, par un calcul analogue, la valeur des autres inconnues. Nous 
pouvons donc énoncer le théorème suivant, établi pour la première fois par Cramer : 

Cour qu'un système de n équations du premier degré à n inconny.es admette 
une solution et une seule, il faut et il suffit que le déterminant A des coefficients 
ne soit pas nul. Chaque inconnue se présente, alors comme un quotient ayant 
pour dénominateur A et pour numérateur le déterminant déduit de A par substi- 
tution, aux coefficients de l'inconnue chei chée, des termes connus correspondants. 

Si le déterminant A est nul, on déduit toujours des équations du système (17) les 
équations telles que 

a?, A = A,. 

Si, parmi les seconds membres A,, A 2 , . . ., A„ de ces équations, l'un au moins n’est 
pas nul, le système est impossible. Cela signifie alors qu’il existe une multiplicité 
linéaire, d’ordre au plus égal à n — 1 , contenant 

OA 1 , OA*, ..., OA". 


En général OB n’appartiendra pas à cette multiplicité : ainsi s’explique géométri- 
quement le caractère d’impossibilité mis en évidence algébriquement. 

Si par contre OB appartient à la multiplicité précédente, il y aura indétermination, 
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car cette multiplicité sera au plus d’ordre « — 1 : le problème de la décomposition 
d’un vecteur suivant n droites a ainsi une infinité de solutions. 

Nous allons maintenant préciser ces indications : toutefois, pour éviter des redites, 
nous passerons immédiatement au cas géuéral d’un système de n équations à s 
inconnues. 

45. Systèmes généraux. — Considérons donc maintenant un système quel- 
conque, de n équations à s inconnues : 

a\ x\ -h a*; r 2 -4- ... -h a\ x a — 
a! i x i — “l - • • • H~ —— 


a' n x i + fl*a? t 4 - ... -h fl* * = b n . 

Prenons, dans un espace à n dimensions, un système fondamental 

OJ 1 , OJ 2 , OJ", 

et soient 

OA 1 , OA 2 , ..., OA*, OB 

les vecteurs qui ont pour composantes respectives les s -4- 1 files de nombres écrits 
dans les colonnes du tableau des coefficients et dans les seconds membres de nos 
équations. Les n équations (21) équivalent à une seule équation vectorielle 

(22) ar.OA 1 4 - a?,0A* 4- . . . , 4 - ar.OA* == OB, 

et la résolution de ces équations se ramène à la décomposition du vecteur OB suivant 
les directions 

OA 1 , OA 2 , ..., 0A S . 

Nous voyons déjà que ce problème sera soumis à la condition de possibilité 
suivante : II est nécessaire que les s 4-1 vecteurs 

OA 1 , OA 2 , . . , OA’, OB 

appartiennent à une même multiplicité linéaire. 

Au point de vue de la discussion qui va suivre, nous devons regarder 

OA 1 , OA 2 , OA* 

comme donnés, et étudier les différents cas entraînés par tel ou tel choix de OB. 

Il n’arrive pas toujours, nous le savons, que 

OA 1 , OA 2 , ..., OA* 

déterminent une multiplicité linéaire d’ordre s. Mais à défaut de cela, notre attention 
va se porter naturellement sur la multiplicité linéaire d'ordre le plus élevé 
contenant à la fois ces vecteurs. Appelons p cet ordre, et Jlt> p cette multiplicité. 
L’entier p est donc au plus égal à s. 11 ne saurait surpasser non plus le nombre n des 
dimensions de l’espace où nous raisonnons. Parmi les vecteurs 



OA 1 , 0A S , 


. .., OA* 
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il en existe certainement p qui ne sauraient se trouver dans une multiplicité d’ordre 
inférieur. Supposons que les notations aient été choisies de manière que cette propriété 
appartienne aux p premiers vecteurs (’), c’est-à-dire à 

OA', OA 2 , 0A p . 

Nous pourrons énoncer alors le résultat suivant : 

Le système (21) et l’équation équivalente (22) seront compatibles pourvu que 
OB appartienne à la multiplicité linéaire Jb ; , admettant comme système fonda- 
mental celai des p vecteurs 


OA 1 , OA 2 , OA/-. 

Si l'on a p — s , on aura une décomposition unique , le système (21) admettra 
une solution et une seule. Si l’on a par contre s > p , il y aura indétermination 
d'ordre s — p. 

Cet énoncé est la conséquence immédiate des définitions que nous avons posées, 
concernant les multiplicités linéaires. 

Le plan de la discussion du système (21) est donc maintenant tracé et il nous 
suffit de traduire, dans le langage de la théorie des déterminants, les résultats 
obtenus. 

Avant d’entreprendre cette traduction, remarquons que nos conditions de compa- 
tibilité peuvent s’exprimer de la manière suivante : il faut que OB soit dans la multi- 
plicité .Hy Or, d’après l’énoncé général du n° 37, il faut et il suffit pour cela que, 
dans chaque multiplicité Jl> p+ i contenant Jly l’on ait 

(23) (OA 1 , OA 2 , ..., OA/’, OB) — 0. 

Nous allons maintenant exprimer ces résultats dans le style des déterminants. La 
notion de la multiplicité JtU,, nous amènera à celle de déterminant principal , tandis 
que les premiers membres des équations (23) engendreront les déterminants carac- 
téristiques. Nous retomberons ainsi, d’une manière naturelle, sur l’ordre d’idées 
établi par Rouché et Fontené. 

46. Déterminant principal, déterminants caractéristiques. — 11 nous faut 
exprimer d’abord que 

OA 1 , OA 2 , ..., OAp 

forment un système fondamental dans une multiplicité linéaire d’ordre p. Pour cela, 
il faut et il suffit (n° 37) que l’étendue d’ordre p 

(OA*, OA 2 , ..., 0A p ) 

ne soit pas nulle. 

Cette condition s’exprime immédiatement lorsque l’ordre p de la multiplicité M, 


(1) Cette supposition est légitime, puisque l’ordre des vecteurs est arbitraire. 
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est égal au nombre n des équations, ou encore des dimensions de l’espace. La traduc- 
tion est alors, nous l’avons déjà vu au n° 44, 


«1 

a* 

q71 

... Cij 



<4 

a* 

. . . 0 ? 

9*0. 


< 


a n 

• • • u n 


' 


Proposons-nous maintenant de l’exprimer en supposant 

n> p. 

Nous utiliserons dans ce but les remarques suivantes : 

1° Pour que n vecteurs forment, dans un espace à n dimensions, un système 
fondamental, il faut que p quelconques de ces vecteurs forment aussi un système 
fondamental dans la multiplicité d’ordre p qu’ils déterminent. Ceci n’est qu’une autre 
forme de l’énoncé du théorème du n° 37. 

2° Soient p vecteurs OA 1 , . . ., 0A p , déterminant effectivement une multipli- 
cité JVy On peut toujours choisir n — p autres vecteurs 0 A p+1 , . . . O A n de manière 
que le système 

OA 1 , ..., 0A ? \ 0A P+1 , ..., OA" 

soit fondamental dans l’espace à n dimensions. En effet, prenons un vecteur OA p+l 
quelconque en dehors de la multiplicité Jtlo p . Les vecteurs OA 1 , . . OA p , 0A ;,+1 
déterminent une nouvelle multiplicité linéaire On choisira 0A P + 2 (s’il y a lieu) 

en dehors de cette multiplicité et ainsi de suite. 

Ces deux remarques peuvent être synthétisées dans l’énoncé suivant : 

Pour que l'étendue d'ordre p 

(OA 1 , OA 2 , ..., OA p ) 

ne soit pas nulle , il faut et il suffit que l'étendue d'ordre n 

(OA* , OA*, ..., 0A p , 0A p+1 , ..., OA") 

ne soit pas identiquement nulle , lorsqu'on laisse complètement arbitraires les 
vecteurs 

0A P+1 , ..., OA". 

Nous devrons donc écrire que le déterminant 

a\ aj ... af o{’+ 1 , . . a" 
a\ a\ ... a\ a£ +1 . . . a£ 

< < ... ov a p +‘ ...a n n 

est une forme (n — p) fois linéaire, non identiquement nulle , des n — p séries de 
variables écrites dans ses n — p dernières colonnes. Mais, d’après les raisonnements 
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des n°* 41 et 42, il faut et il suffit pour cela qu'on puisse extraire du tableau formé 
par les p premières colonnes au moins, un déterminant qui soit précisément d’ordre p, 
et qui diffère de zéro. 

C’est au déterminant (ou à l’un des déterminants) remplissant cette condition que 
Rouclié a donné le nom de déterminant principal : en résumé, le déterminant prin- 
cipal d’un système d’équations linéaires sera donc un déterminant extrait du tableau 
des coefficients, et astreint aux conditions de ne pas être nul et d’avoir un ordre aussi 
élevé que possible. 

47 . Cela posé, nos conditions de compatibilité peuvent s’écrire 

(23) (OA 1 , OA 2 , ..., OAp, OB) — O, 

en supposant que le déterminant principal provient des coefficients des p premières 
inconnues. L’ordre des équations étant arbitraire, nous pouvons même faire en sorte 
qu’il provienne des coefficients des p premières inconnues dans les p premières 

équations. 

Nous sommes conduits cette fois à exprimer que toute forme n — p — 1 fois 
linéaire, telle que (p, 



a\ 

a î 

... a\ 

K 

CtJ+ 4 . 

• • a i 

a\ 

a\ 

. • . «5 

K 

ag+ 4 . 

. . <*2 

< 

< 

... a p n 

k 

«H-* . 

n 

rt n 

• • 


des n — p — 1 séries de variables a, écrites dans les dernières colonnes, est identi- 
quement nulle. Donc tous les coefficients de cette forme doivent être nuis. Parmi ces 
coefficients, on appelle plus spécialement déterminants caractéristiques ceux qu’on 
obtient en bordant le déterminant principal, inférieurement par les coefficients de 
a?,. . . x p dans l’une des équations de rang > />, et latéralement par les termes des 
seconds membres d'indice concordant avec les indices inférieurs des termes écrits 
dans la même ligne. 

Par exemple, en appelant h un entier moindre que n — p , ou au plus égal, le 
déterminant caractéristique correspondant à l'équation de rang p -f- h s’écrira 



< 

a\ ... 

a î! 

K 

«î 

a 2 ... 

a t 

K 

K 

••• 


% • 

bp 

a r+>< 

a ;,+ h ••• 

a Uk 

bp y h 


Si l'on annule identiquement ©, on est amené à égaler à zéro, non seulement ces 
déterminants caractéristiques, mais tous les déterminants d'ordre p - f- 1 extraits du 
tableau des p 1 premières colonnes de cp. Le nombre de ces déterminants est 
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Il se réduit à l’unité lorsque n = p -+- 1. Dans ce cas, il y a une condition de compa 
tibilité et une seule 


m 


al 

a? 

... a\ 

K 

a* 

a- 

... Q ^ 

K 


• • • 

... 

• • • 

K 

a P + 1 

a /H- 1 

nV 

’ • • “i'-H 

V, 


Lorsque n surpasse p-¥-l, il suffit, pour la compatibilité, que tous les détermi- 
nants caractéristiques soient nuis. En effet, les p premières équations, qui concourent 
par hypothèse à la formation du déterminant principal, sont manifestement compa- 
tibles, car pour y satisfaire, il suffit de choisir arbitrairement les valeurs de 


•fy+l* • • • 8?ti, 

et de tirer ensuite celles des p premières inconnues par la règle de Cramer. Expri- 
mons alors que chacune des équations suivantes est compatible avec les p premières. 
Pour l’équation de raug p-\- h, par exemple, nous obtiendrons d’après la condition 
(24) de compatibilité de p H- 1 équations à p inconnues : 


(24 bis) 


a î 

et} 

tV jj ■ • . 

a\ 


— «? + v« - •• 

. — a”x n 

a* 

«I ... 

av 

K 

— «f +1 ^+i — • 

. — a"x n 

a è 

• » « • 

a l 

a 'é 

h 

- “; + v. - ■ 

• • — a"x n 

a Wn 

* * * 

a /’+/i 

bp+h 

-«Si*,,.,— 

• * a ?i+h X n 


(cette condition s’obtient en regardant a?,, . . . , x p comme les seules inconnues, les 
autres inconnues recevant des valeurs arbitraires). Or si l’on fait appel à la linéarité 
de ce déterminant par rapport aux éléments de sa dernière colonne, on peut l’écrire 
sous la forme d’une somme de déterminants dont le premier est le caractéris- 
tique A p+a et dont tous les autres sont nuis comme étant le produit d’un des x 
(d’indice > p) par un déterminant d’ordre p- 4-1, extrait du tableau des coeffi- 
cients. Or ce dernier est forcément nul, puisque surpassant l’ordre du déterminant 
principal. 

Si donc l’on a 

— O, . . . , — O, . . • , A„ — 0, 

. I 

tout système de nombres x i . . . x p , x p+u . . . , x n satisfaisant aux p premières 
équations vérifiera également les n — p suivantes. 

En résumé, pour que le srjstème admette des solutions , il faut et il suffit que 
tous les caractéristiques soient nuis. L'ordre de l'indétermination est s — p. 

Le théorème de Rouché est établi. 

Pour terminer cette première partie, il nous reste à indiquer les propriétés fonda- 
mentales des transformations linéaires. Nous aurons ainsi une vue plus nette des 
résultats obtenus jusqu’à présent. 
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VII 

Notions sur les transformations linéaires. 


48. Définition des transformations linéaires. — Imaginons deux 

points M et M', et supposons, — chose non indispensable, mais commode pour la 
suite — , qu’on rapporte le point M à un premier système fondamental OA, OB, GG, 
et le point M' à un autre système fondamental O'A', O'B', O'C'. Nous supposons donc, 
et ce n’est là qu’une limitation apparente de la généralité, que nous nous plaçons 
dans un espace à trois dimensions. Soient .r, »/, ; et x', y', z' les coordonnées de M 
et M' dans leurs systèmes respectifs, de sorte que l’on a 


OM — a OA y OB — t- zOC, 

0 M' = x'O'A' h- j/'O'B' H- z'O'C'. 


Nous dirons que M' se déduit de M par une transformation linéaire si x', y', z' se 
déduisent de x, ?/, z par des formules entières et du premier degré, 


( x' = x 0 H- a { x H- b x y H- c,s, 
(25) ] î/-!/ 0 + v + ^/ + W, 

( » — 3 o ~+~ °2 :v Kv C 3 Z - 


Les formules de transformation étant elles-mêmes linéaires, les formules (25) 
seront remplacées par d’autres de même forme si l’on modilie d’une manière quel- 
conque le système fondamental du point M et celui du point M'. 

Ces formules (25) font correspondre à chaque point M un point M' et un seul. 
Nous supposons que la réciproque est vraie, c’est-à-dire que l’on a 


a. 


b i c i 


(‘9 


b, 

b. 


c., 


^0. 


49. Détermination d’une transformation linéaire par la donnée de quatre 
points et de leurs correspondants. — Supposons toujours que 0, A, B, C ne 
soient pas situés dans un même plan, et que la transformation leur fasse correspondre 
précisément les points 0', A', B', G', non situés eux-mêmes dans un plan. 

Dans cette hypothèse, nous allons voir que les formules (25) prennent une forme 
particulièrement simple. 

En effet, appelons toujours M' le correspondant de M. 

Exprimons successivement que si M vient occuper l’une des positions 0, A, B, G, 
M' viendra occuper les positions respectives 0', A', B', G'. 

1° Tout d’abord, la simultanéité des coïncidences de M et 0 et de M' et 0' exige 
que O'M' s’annule en même temps que OM, ou encore que x', y z' s annulent dès 
que x , y, z s’annulent ensemble. Ceci exige que dans les formules (25), on ait 

x o= z yo= z o=°- 
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2° La simultanéité des coïncidences de Met de A d’une part, de M'et de A' d’autre 
part, exige que les égalités x — \,y=:z — Q entraînent x' = 1 , y' = z' = 0. Dans 
les formules (25), on devra donc avoir 

a, = l, a 2 — a 3 =0. 

3° Pour que B' corresponde à B, il faut de même que les conditions a?:=0, y — 1 , 
z = 0 entraînent x' = 0,y'=: 1, z' = 0. Dans les formules (25), on devra donc avoir 

6j=0, b 2 = 1, b 3 = 0. 

4° Pour que C' corresponde à G, il faut enfin que l’on ait 

c, = 0, = c 3 = l. 

Finalement, les formules (25) se réduisent donc à 

x' — x , 

?/ = ?/- 
z' — z. 

En résumé, nous pouvons énoncer le résultat suivant : 

Pour déterminer une transformation linéaire , il suffit de connaître les trans- 
formés O', A', B', C' de quatre points arbitraires O, A, B, C. Pour que deux 
points M et M' se correspondent par la transformation , il faut et il suffit que l'on 
ait simultanément 

/ao\ ^ OM = æOA -h ï/OB H- zOC, 

[ > / O'M'^aO A' + yO'B -1-zO'C'. 

Cet énoncé suppose qu’il n’existe aucun plan contenant à la fois, ni les points O, A, 
B, C, ni les points O', A', B', G'. 

60 . Propriété fondamentale des transformations linéaires. — 

Si deux figures y et ^ se correspondent par translation , les figures cp' et <]/ qu'on 
en déduit par une transformation linéaire se correspondent aussi par translation. 

En effet, appelons M un point de la figure cp : on en déduit, par une certaine 
translation, un point P de la figure Rapportons M et P au système fondamental 
OA, OB, OC et supposons que l’on ait 

\ OM = a?OA-byOB-hzOG, 
r OP = wOA-t-i’OB-t-?yOC. 

En appelant 0', A', B', G', M', P' les transformés de 0, A, B, G, M, P par la trans- 
formation linéaire, les deux équations vectorielles précédentes entraîneront les deux 
suivantes : 

{ O'M' = xO'A' -+- yO B' -b zO'C', 

} O'P' = uO'A' -h l’O'B' 4- wO'C'. 

Par soustraction, on en déduit que l'on aura simultanément 

MP = (u — x)OA.-i-(v — i/) OB -+-(w — z)OC, 

M'P' = (u — x) O'A' -h (u — y) OB' + (iv — z) O'C'. 
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Puisque P se déduit de M par une translation, la grandeur vectorielle MP est 
constante. Donc ses composantes a — x, v — g, w — z sont constantes. Mais il en 
résulte que la grandeur vectorielle M'P' est constante. Donc, P' se déduit aussi de M' 
par une translation. (C. Q. F. D.) 

Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que, moyennant nos hypothèses, la 
translation 

XOA -h jj.0B -h vOC 

donne naissance, après la transformation linéaire, à la translation 

àO'A'-^O'B'h-vO'C'. 

En particulier, aux translations À OA correspondront les translations XO'A' : il s’en- 
suit qu’une droite devient, par une transformation linéaire, une autre droite (ceci est 
établi pour la droite OA, et par conséquent pour tonte droite, puisque les points O et 
A sont arbitraires). 

Aux translations XOA-f-p-OB correspondront les translations X O'A' -t- p.O'B'. 
Donc à un plan correspondra un plan (ceci est établi pour le plan OAB, et par consé- 
quent pour tout plan, puisque O, A, H sont arbitraires). 

En outre, à des éléments parallèles correspondront nécessairement des éléments 
parallèles, en vertu de la propriété fondamentale des translations. 

51. Groupe linéaire. — Considérons deux transformations linéaires, qui 
font correspondre : 

a) la première, aux points O, A, B, C, M les points O', A', B', G', M'; 

b) la seconde, aux points O', A', B' C', M' les points O", A", B", C", M”. 

Puisqu’il existe une même correspondance linéaire transformant O, A, B, C, M 

en O', A', B', C', M', on a simultanément 

OM — xOA. — f- ,?/0B H- zOC, 

O'M' = xO'A' -h j/O'B' -4- zO'C' 

et puisqu’il existe une même correspondance linéaire, transformant ()', A'. B', C', M ' 
en O", A", B", G", M", on a simultanément 

OI' = îO'A' y O'B' -t- zO C', 

0"M" = crO'A" -t- y 0"B" 4- zO'C". 

En comparant les deux égalités extrêmes, on en conclut qu’il existe une correspon- 
dance linéaire, par laquelle O, A, B, C, M se transforment directement eu O", A", 
B", G", M". 

Ainsi, considérons la famille des transformations linéaires. En composant entre 
elles deux transformations de cette famille, on obtient encore une transformation de 
la même famille. On peut donc, en utilisant la définition du u” 10, énoncer le résultat 
suivant : 

Les transformations linéaires forment un groupe. 

On donne au groupe ainsi obtenu le nom de groupe linéaire. 

52. Nouvelle manière de concevoir la géométrie linéaire. — 

Nous avons déjà signalé (n° 16) l’opportunité d’une classification des théorèmes de la 
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géométrie ordinaire en propositions linéaires d’une part, et en propositions métriques 
de l’autre. Pour reconnaître les premières, nous avons indiqué un moyen, basé sur 
un caractère négatif : on s’assure que dans l’énoncé, il n’intervient ni mesure 
d’angles, ni évaluation du rapport de deux longueurs de directions différentes. Mais 
ce n’est là qu’un procédé intuitif, et au point de vue théorique, il importe de donner 
des propositions linéaires en général une définition précise. Cette définition nous est 
fournie par l’étude des transformations linéaires. 

Nous dirons qu’une propriété d’une figure (F) est linéaire si cette même propriété 
appartient à une figure (F') déduite de (F) par une transformation linéaire; ce qui 
peut s’énoncer encore sous forme plus concise : 

Les propriétés linéaires sont celles qui sont invariantes par les transforma- 
tions du groupe linéaire. 

A un tétraèdre OABC on peut faire correspondre, par une transformation linéaire 
appropriée, un tétraèdre quelconque O'A'B'C'. Un angle, un rapport de longueurs 
de deux portions de droites non parallèles, seront donc altérés. Toute proposition 
linéaire devra de ce fait, nous le vérifions, posséder le caractère négatif que nous 
avons signalé. La démonstration d’une réciproque ne s’impose d’ailleurs nullement 
tant que nous n’avons de la géométrie ordinaire que la notion intuitive et vague 
qui est la plus répandue. Cette notion sera précisée dans la suite. Pour le moment, 
nous nous contenterons de substituer à la définition du n° 16 celle qui vient d’être 
formulée à l’instant, en remarquant qu’elle englobe toutes les propositions dont nous 
avons eu à faire usage. Elle englobe également la notion de barycentre, que nous 
allons faire connaître à celte occasion. 

53. Barycentres. — La notion générale de barycentre résulte du théorème suivant : 

Étant donnés des points M,, M s , . . . , M k affectés de coefficients m,, w 2 , . . . , m k 
tels que la somme algébrique 

m, +ra s + ... H- m k 

ne soit pas nulle , le point G défini par l'égalité vectorielle 

(27) wijOMj -4- m i 0M 2 H- ... H- w^OM* — (m l ~f- m î H- . . . mf ) OG 

est indépendant de la position du point O. 

Remarquons d’abord que, d’après la restriction imposée à la somme 

m, -h m 2 -f- . . .- -+- m*, 

l’égalité (27) permet, si l’on a choisi un point O, de construire le point G, sans 
ambiguïté. Il faut montrer que le résultat de cette construction est indépendant du 
choix de O. En effet, considérons un autre point O'. Nous aurons 

OM^OO'h-O'M,, 


0M/ £ = 00'-t- 0'M*. 

Multiplions ces égalités respectivement par m t , . . . m k et ajoutons. Il vient, en 
portant dans le premier membre de (27), 

(m, wij -f- . . . -+- mfj 00' -+~ wijO'Mj . . . -t- w*û M*. 
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Après transformation du second membre, on a, en simplifiant, 

(27') m.O'M, nijtO'M* = (m, -t- . . . -4- m k ) O'G, 

ce qui montre qu’on aurait obtenu le même point G en substituant au point O un 
point quelconque O'. G. Q. F. D. 

D’après ce théorème, on peut, dans l'égalité (27). sous-entendre la lettre O, et 
écrire symboliquement 


G(î/ij — (- ffi 2 -+- . . . m k ) — wqM, -j- m,M , 




En particulier, le symbolisme représentera le milieu du segment AB; 

le symbolisme — représentera le point de concours des médianes du 

triangle ABC, etc. 

Soit encore le tétraèdre ABCD. Considérons le point O défini par la relation 


0 = 


A -4- B - 4 - G 1) 


Considérons dans les diverses faces les points de concours des médianes, soit A' 
celui de la face opposée à A, etc., nous pouvons écrire 


0 


A -4- 3A' __ B -f- 3 B' _ G -+- 3C' _ D 4- 3 IV 
4 ~ 4 4 ‘ ~ 4 


Donc le point 0 appartient aux quatre droites joignant chaque sommet au point de 
concours des médianes de la face opposée : il est aux trois quarts de chacune d’elles 
à partir du sommet. 

On peut aussi écrire 


0 


B 


2 


C-4-D\ _ i /A -h G B - 4 - D\_ 1 / A -f- D B-f-G 

2~ ;~2V 2 a / 2 y 2 2* " 


égalités qui montrent que 0 est le milieu commun des segments terminés aux 
milieux des arêtes opposées du tétraèdre. 

Il est manifeste que toutes ces propriétés sont du domaine de la géométrie 
linéaire. 

54. Transformations Linéaires de vecteurs. — A coté des transfor- 
mations linéaires de point à point, il y a intérêt à considérer des transformations 
linéaires de vecteur libre à vecteur libre. On passe aisément des unes aux autres. 
De toute transformation linéaire point à point, on déduit une transformation de 
vecteurs : du théorème du n° 30, il résulte en efiet que si l’on a 

MP = M 1 P 1 , 

les points transformés donnent lieu à la relation 

M'P' = Mi'Pi'. 
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A un vecteur libre correspond donc un autre vecteur libre. Si les vecteurs A>, 
&, G ont pour transformés Jb', §>' , le transformé de xJb -f- H- zG sera 
X Jb 4~ J/ 4 t— Z G . 

Inversement, d’une correspondance linéaire de vecteurs, on déduit une infi- 
nité de transformations linéaires ponctuelles, qui s’équivalent à une translation près. 
Pour le voir, fixons un point O : on peut choisir arbitrairement son homologue O'; 
le point M' sera alors l’homologue de M si la grandeur géométrique O'M' est la 
transformée de OM, ce qui démontre la proposition. 

65. Déterminant d’une transformation linéaire. — Considérons une trans- 
formation linéaire (ponctuelle ou vectorielle), qui aux vecteurs libres Jb, $, G fait 
correspondre les vecteurs Jb', îB', G' définis par 


Jb — — f— flyiP> 4~ OjjC, 

&' = 6j.it) -t- M + fie, 

G' — CjJb -h c. 2 $ -t- CjC. 


Nous avons établi la relation 


m 


(jb', :fi', C') = (Jb, &, G) 


u, U 3 

fi b 2 b 3 

Cj c 2 c 3 


A des vecteurs 11, c 0, Tü liés à Jb, S, G par des relations 


Il — Mj.ib - f- U.2 tB — f- W.j(î, 
'P = u,Jb -h n 2 0î -h v 3 G, 
Tl) = ?/»jJb 4- w./ft 4- ir.fi 


correspondront des vecteurs Tl', C P', Tü" liés à Jb', G' par des relations 


'U. — tt,Jb 4- U.Jfo 4“ MjC . 
T/ = üj.A/ 4- vjij' 4- v a G', 
Al)' = wqJb' 4- W.JH' 4- tv.fi fi 


où les coefficients sont exactement ceux des précédentes. Désignons par 8 le 
déterminant du tableau commun de ces coefficients. Nous pouvons écrire les deux 
relations 


(Tl, Tl, TÜ)~(Jb, C)8, 
(Tl/, TT, Tl)') = (Jb'. tu', G') 8; 


en les comparant à (28), nous obtenons la relation 

(29) (Tl', V' , Tü') — ('II, T), Tl)). A, 

applicable à trois vecteurs quelconques et à leurs transformés, et où A désigne le 
déterminant 

a i a i a 3 

fi 6 2 6 a 

Cj c 2 c 3 
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On dit que A est le déterminant de la transformation. La relation (29) confère 
à ce déterminant une signification remarquable. Plaçons-nous au point de vue des 
correspondances point à point. Elle exprime que A est le rapport d’un volume 
transformé au volume initial. Ainsi donc : 

Une transformation linéaire modifie le volume d'un parallélépipède (et, de 
ce fait, tout autre volume) dans un rapport constant , égal au déterminant de 
cette transformation. 

Si le déterminant est positif, il résulte des conventions faites pour définir le 
signe du volume que la transformation conserve les sens d’orientation. En outre, il 
importe de remarquer que toutes les transformations qui conservent les sens 
d’orientation constituent, dans le groupe linéaire, un sous-groupe. 

56. Transformations linéaires conservant les volumes. — Dans le sous- 
groupe précédent, il est possible dVn distinguer un autre, doué de la plus grande 
importance, celui des transformations linéaires conservant les volumes. 

L’existence de ce sous-groupe résulte de ce que les deux relations 

(O A', O'B', 0'C')=:(0A, OB, OC) 
et 

(0 "A", 0"B", 0 "C") = (0'A\ O'B', O'C') 

entraînent 

(0"A", O'B", 0"C") = (OA, OB, OC). 

On peut faire en outre la remarque suivanto : soient <p et deux figures liées par 
une correspondance linéaire qui conserve les volumes. Faisons une transformation 
linéaire quelconque. Nous obtenons deux nouvelles figures f et |/. D’après la 
formule (29) un volume do ç et le volume correspondant de f sont entre eux oommo 
un volume de ■{/ et le volume correspondant de Donc, dans la correspondance 
linéaire entre f et <|/, il y a encore conservation des volumes 

Rapprochons maintenant l’un de l’autre les deux énoncés suivants : 

Si deux figures se correspondent par translation, leurs transformées par une trans- 
formation linéaire se correspondent aussi par une certaine translation. 

Si deux figures se correspondent linéairement et à volumes égaux, leurs transformées 
par une transformation linéaire se correspondent aussi linéairement et <i volumes égaux. 

Dans la théorie des groupes, on retient systématiquement le caractère abstrait 
commun aux deux énoncés précédents, et on l’exprime de la manière suivante : les 
translations d’une part, et les correspondances linéaires à volumes égaux d’autre 
part, sont deux sous-groupes du groupe linéaire. Ces sous-groupes sont tels qu’une de 
leurs transformations, par le jeu d’une transformation linéaire quelconque, so change 
en une autre transformation du même sous-groupe. De tels sous-groupes sont appelés 
SOUS-GROUPES INVARIANTS. 

En résumé, le sous-groupe des translations et celui des transformations linéaires 
conservant les volumes sont des sous-groupes invariants du groupe linéaire. 

Pour une bonne compréhension, il n’est pas inutile do donner un exemple du sous- 
groupe non invariant : prenons une droite donnée; toutes les transformations 
linéaires qui la laissent inaltérée forment un sous-groupe, attaché à cette droite; 
faisons maintenant une transformation linéaire quelconque, à la droite précédente 
elle fera correspondre une autre droite, et à une transformation du premier sous- 
groupe elle fera correspondre une transformation laissant invariante 1 celte autre 
droite. Cette transformation n’appartiendra plus au premier sous-groupe. Celui-ci 
n’est donc pas un sous-groupe invariant. 
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57. Récapitulation. Autonomie et construction logique de la 
géométrie linéaire. — En commençant cet exposé, nous avons admis les 
résultats de la géométrie ordinaire; nous avons posé de nouvelles définitions et 
construit des raisonnements en harmonie avec ces résultats. 

Toutefois, nous avons reconnu l’intérêt qui existe à mettre à part une classe de 
propositions où n’intervient jamais la comparaison de longueurs portées par des 
droites de directions différentes, et que nous avons caractérisées d’une manière plus 
précise par leur qualité d’invariance vis-à-vis des transformations du groupe linéaire. 

L’exposition qui vient d’être donnée fait donc naître la géométrie linéaire au sein 
de la géométrie ordinaire elle-même. 

Une question se pose immédiatement : l’ensemble des propositions linéaires 
forme-t-il un système logique indépendant? Autrement dit, est-on sûr, après avoir 
reconnu le caractère purement linéaire d’un théorème de la géométrie ordinaire, de 
pouvoir démontrer ce théorème en ne faisant appel qu’à certaines propositions 
linéaires plus simples? 

A cette question, il faut répondre par l’affirmative. Nous allons montrer que la 
géométrie linéaire est susceptible d’une construction logique autonome, fondée sur 
les concepts de vecteur libre et de point , et sur des postulats qui établissent entre 
les rapports de ces notions préexistantes une sorte de réglementation (qui n’est pas 
de nécessité logique, mais qui est simplement cohérente ). Nous nous conformerons 
à l’exposé donné de cette question par M. 11. Weyl dans Espace , Temps , Matière (*). 

Posons a priori l’existence de deux classes d'êtres abstraits : points et vecteurs. 
Attribuons-leur d’autorité les propriétés qui sont énoncées dans les postulats qui 
vont suivre. Voici d’abord ceux qui concernent exclusivement les vecteurs : 

l°Deux vecteurs a et b déterminent univoquement un vecteur a -4- b. 

2° Un scalaire X et un vecteur a déterminent univoquement un vecteur Xa. 

3° Ces opérations sont liées entre elles par les propriétés formelles (commutati- 
vité, associativité, distributivité) que nous avons déjà énoncées en temps utile. 

4° Tout vecteur peut s’exprimer au moyen de n vecteurs fondamentaux, ou, si 
l’on préfère, l'espace possède n dimensions. 

Au moyen de ces postulats, on peut construire la théorie des multiplicités vec- 
torielles linéaires : une multiplicité vectorielle linéaire d’ordre p sera l’ensemble 
des vecteurs libres définis par une relation telle que 

V — • X,a t — f- X^a^ ~t~ . • . — 1~ 

a,, a., . . . , a p étant des vecteurs qui n'appartiennent à aucune multiplicité linéaire 
d’ordre moindre que p. Les propositions concernant ces multiplicités seront inva- 
riantes par les transformations linéaires de vecteur à vecteur. 

Il reste à introduire le concept de point, et à le mettre en rapport avec celui de 
vecteur libre. Il suffit à cet effet de poser trois nouveaux postulats : 

(I) Traduction française par M. Juvet, pages 13 et suivantes. La question a été reprise 
par M. Juvet dans son ouvrage : Introduction au calcul tensoriel et au calcul différentiel 
absolu. 



NOTIONS SUR LES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES 


47 


1° Deux points A et B déterminent un vecteur libre AB = a. 

2° Si A est un point, et si a est un vecteur, il existe un point B et un seul tel 
que AB= a. 

3° Si AB — a et si BC = b, on a AC = a H- b. 

En passant à un crible minutieux tous les raisonnements que nous avons faits 
jusqu’à présent, un logicien exercé constaterait que les deux concepts : point et 
vecteur, et les deux groupes de postulats précédents, sont les seuls éléments primor- 
diaux dont nous ayons fait usage. Sans entrer dans le détail, on voit clairement 
qu’ils nous permettent de construire la théorie des multiplicités ponctuelles 
linéaires , telle que nous l’avons exposée dans la section VI, et la théorie des trans- 
formations ponctuelles linéaires, qui vient d’clre étudiée dans le cas de n — 3, et 
qui se généralise sans peine : dans cette théorie, soulignons, pour terminer, le rôle 
prépondérant des égalités simultanées (26). Elles entraînent l'invariance de toute 
proposition de la géométrie linéaire par une transformation linéaire quelconque, ce 
qui justifie le point de vue adopté au n° 52 pour une définition générale des pro- 
positions linéaires. 




DEUXIÈME PARTIE 

OPÉRATIONS VECTORIELLES MÉTRIQUES 


I 

La multiplication scalaire et la géométrie métrique. 

58. Longueur d’un \ r ectcur. Angle de deux vecteurs. — Dans la 
section IV de la première partie, lions avons défini la notion de fonction scalaire 
d'un ou de plusieurs vecteurs. Celle notion va jouer maintenant un rôle prépon- 
dérant. 

Puisque nous sommes en géométrie métrique, il existe pour chaque vecteur une 
fonction scalaire qui s’impose à notre considération : c’est la longueur de ce 
vecteur. 

Soit un vecteur libre V de longueur l. Appelons a une quantité scalaire quel- 
conque. Le vecteur «V aura pour longueur la} / : celle règle a été donnée déjà pour 
la comparaison des vecteurs ayant même direction. 

Mais, nous plaçant au point de vue métrique, nous devrons apprendre à com- 
parer les longueurs de deux vecteurs ayant des directions quelconques. Le processus 
d'évaluation numérique du rapport de ces longueurs sera fixé parla suite. 

59. Etant donnés deux vecteurs V et V’, nous ne pourrons regarder leur 
ensemble comme métriquement équivalent à celui de deux autres vecteurs V, et 
V/ que si trois conditions sont remplies : 

longueur de V — longueur de V,, 
longueur de V' — longueur de V,', 
angle (V, V') = angle (V,. V,'). 

Précisons les caractères essentiels de ce que nous appelons 

angle ( V, V'). 

Par angle du vecteur V et du vecteur V', nous entendons une fonction scalaire 
alternée de ces deux vecteurs, indépendante du changement de V en «V et de V' 
en a'V' (quels que soient les scalaires a et a', positifs) 

(30) angle (otV, a'V') = angle (V, V'). 

Bouugano. — Géométrie voetoriolle. 


4 
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et telle eniin que l’existence d’un plan parallèle à la fois aux trois vecteurs V,V', V" 
entraîne la relation 

(31) angle (V, V') 4- angle (V', V") = angle (V, V"). 

En résumé, nous pouvons dire qu’un système de deux vecteurs libres possède 
trois invariants métriques fondamentaux, les deux longueurs et l’angle, soient 
l, i et 0. 

Tous les systèmes possibles d’invariants métriques fondamentaux s’obtiendront 
en considérant trois fonctions indépendantes quelconques 

f(l, 6), g(l, l\ 9), h(l, 0) 

des trois invariants précédents. 

Mais pratiquement, nous conserverons les invariants l et i , et nous substi- 
tuerons à 0 un nouvel invariant, 

?(/, V, 0 ), 

en déterminant la fonction <p de manière à astreindre nos futurs calculs à des règles 
aussi simples que possible. 

60 . Produit scalaire de deux vecteurs. — C’est en imposant 
a priori de telles règles à l’invariant cp qu’on construit la notion de produit scalaire. 

Nous appellerons produit scalaire de deux vecteurs une fonction scalaire et 
symétrique de ces deux vecteurs, astreinte en outre aux conditions suivantes : 

1° Le produit scalaire de aV et de V' s’obtient en faisant le produit ordinaire de a 
par le produit scalaire de V et V'. 

2° Le produit scalaire de V par la somme géométrique de V' et V" est égal à la 
somme algébrique des deux produits scalaires de V et V', de V et V". 

3° Le produit scalaire de V par lui-même est égal au carré l 2 de la longueur 

de V. 

Pour représenter le produit scalaire de U et de V, nous adopterons la notation 

U.V. 

Remarquons que d’après la condition du 1°„ la longueur définie par la condi- 
tion 3° possédera la propriété suivante, dont nous avons souligné déjà la nécessité : 
si V a pour longueur l, aV a pour longueur 

Des conditions 1° et 2°, on déduit que l’égalité géométrique 

V = a'V'-ha"V" 

entraîne l’égalité ordinaire 

U . V = a'U . V' H- a"U . V". 

Il en résulte que le produit scalaire de deux vecteurs est une fonction bilinéaire de 
ces vecteurs (n° 22). Retenons en outre que celte fonction est symétrique. 
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Ces propriétés entraînent d’importantes conséquences : soit un vecteur U non 
nul. Il existe une infinité de vecteurs V vérifiant la relation 

(32) U.V = 0. 

Cette relation entre U et V est réciproque, d’après la propriété de symétrie. 

En outre, elle exprime une propriété angulaire, car si elle est satisfaite par les 
vecteurs U et V, elle le sera par tous les vecteurs a U et pV, quels que soient les 
scalaires a et p. 

Nous devons donc considérer la relation (32) comme définissant un certain angle. 

U et V satisfaisant toujours à (32), l’angle précédent sera à la fois, en valeur 
absolue, celui des vecteurs U et V, et celui des vecteurs U et — V, car (32) entraîne 

— v.u = o. 

Donc, si d’un point O on mène deux portions de droites OA et O B, de grandeurs 
vectorielles U et V, OA fera avec OB et son prolongement des angles égaux. 

On dit alors que OA est perpendiculaire à OB, ou encore que les vecteurs U et V 
sont orthogonaux. 

Puisque le produit scalaire U.V est une fonction linéaire de V, tous les vecteurs V 
orthogonaux à U sont parallèles à un même plan. Le vecteur U n’est pas parallèle 
à ce plan, puisque le produit scalaire de U par lui-même est égal au carré de sa 
longueur. 

61 . Systèmes fondamentaux trirectangles. — Soient OA et OB deux portions 
de droites perpendiculaires. Il existe une droite et une seule issue de O et perpendicu- 
laire à la fois à OA et OB. En effet, tous les vecteurs perpendiculaires en O à OA 
sont dans un plan (a) mené par OB. De même, les vecteurs perpendiculaires en O à 
OB sont dans un plan (p) mené par OA. Le plan (a) ne contient pas OA, et le plan (P) 
ne contient pas OB. Il s’ensuit que ces plans ne sont pas confondus : ils ont donc en 
commun une droite et une seule issue de O. Soit OC une portion de cette droite : 
elle est en dehors du plan OAB. 

On peut donc trouver, et cela d’une infinité de manières, un système fonda- 
mental OA, OB, OC formé de vecteurs deux à deux rectangulaires. Nous dirons 
qu’un tel système fondamental est trirectangle ou orthogonal. 

Nous dirons que le système fondamental est orthogonal et normal si les vecteurs 
OA, OB, OC ont une longueur commune égale à l’unité, et s’ils sont comme précé- 
demment perpendiculaires deux à deux. Ces conditions peuvent se résumer de la 
manière suivante : 

S 0A 2 == 0B 2 = OC* = 1, 

1 ’ \ 0B.0C = 0C.0A = 0A.0B = 0. 

62 . Expressions du produit scalaire et du carré de la longueur en coor- 
données orthogonales et normales. — Supposons que deux vecteurs U et U' soient 
rapportés à un système fondamental OA, OB, OC, orthogonal et normal, et soient 

( ü =xOA + î/OBh-zOC, 
j U' = x'QA. -+- y'OB -t- z'OC 
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les formules de décomposition de ces vecteurs. Pour obtenir le produit scalaire U . U', 
nous pouvons, d’après les conditions 1° et 2° du n° 60, combiner membre à membre 
les deux égalités précédentes suivant un mode analogue à celui de la multiplication 
ordinaire. Nous obtenons ainsi 

(34) ü . U' = xx'OPL 1 4- yy' OBM- zz'OC 2 4- (yz' 4- zy') OB . OC 
4 - (za? 4— xz ) OC . OA 4 - (xy 4- yx ) OA . OB. 

En tenant compte des relations (33), qui expriment que le système OA, OB, OC est 
orthogonal et normal, nous obtenons linalement 

(33) U. U' = xx' 4- yy' 4 - zz'. 

Nous en déduisons que la longueur l du vecteur U est donnée par 

(36) / 2 = x l 4 - y 2 4- z 2 . 

63. Autre expression du produit scalaire. — Prenons OA parallèle au 
vecteur U lui-même. Nous aurons alors y = z = 0, et le produit scalaire U. U' se 

réduira à 

xx' . 

4 

Si nous convenons en outre de prendre OA dans le sens de U, x sera positif et. égal à 
la longueur de U [en vertu de la formule (36)]. Quant à a', il représente le rapport 
algébrique à l’unité de longueur OA du vecteur obtenu en projetant orthogona- 
lement U' sur la droite OA : en effet, menons par 0 un vecteur lié OM', de grandeur 
géométrique U'; le nombre x' est la mesure de la composante de OM' suivant OA. Or, 
on obtient cette dernière en menant par M' le plan parallèle à OBC, qui est ici le plan 
perpendiculaire à OA, c'est-à-dire en projetant orthogonalcment M' en m' sur OA, 
et mesurant la portion de droite Om' : x' représente justement le rapport algébrique 
de cette dernière à l’unité OA. On dit aussi que x' est la valeur algébrique de la 
projection orthogonale de OM' (ou U') sur l’axe orienté qui s’obtient en traçant OA- 
et en adoptant le sens de 0 vers A (ou, si l’on préfère, sur OA). Nous pouvons donc 
énoncer le résultat suivant : 

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit ordinaire de la lon- 
gueur de l'un d'eux par la valeur algébrique de la projection de l'autre sur lui 
(ou si l’on préfère, sur l’axe de même support et de même sens). 

Mais nous pouvons aller plus loin et remarquer que pour une direction bien 
déterminée de U', x' est proportionnel à la longueur de U' soit 

ar' = kl'. 

Si l’on attribue à U' différentes directions, c’est-à-dire à l’angle 0 différentes valeurs, 
à chacune d’elles correspondra une valeur du coefficient de proportionnalité k. Ce 
dernier est donc une fonction de l’angle 0, et on peut écrire finalement 

U.U' = //'<p(ô), 

en désignant par <p (6) la fonction précédente [A- = <p (9)]. 
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cp (6) a une signification évidente : c’est la valeur algébrique de la projection sur 
un axe d’un vecteur de longueur égale à l’unité, lorsque ce vecteur et le sens positif 
de l’axe font l’angle 6. 

Lions ce vecteur à un point fixe O de 
l’axe et convenons de ne le faire varier que 
dans un plan déterminé contenant cet axe. 

L’extrémité m du vecteur décrira dans ce 
plan une circonférence G de centre O et de 
rayon 1. Soit Ou le rayon de cette circon- 
férence porté par l’axe, dans le sens positif 
de l’axe. Soit 06 le rayon perpendiculaire, 
choisi de manière qu’il faille tourner d'un 
droit dans le sens positif pour amener Ou 
sur 06. Soient p et q les projections de 
m sur les droites Oa et 06. Convenons, suivant les notations usuelles, de poser 

Op = Oa cosO, 

Oq = Ob sinO, 



(37) 

égalités qui entraînent 

(38) 


et 


Om — Oa cosO -+- Ob sinO 
cosO = Om.Oa, sin0=Om.Ob. 

La fonction cos 0 ainsi introduite n’est autre que la fonction cp (0) qui intervient 
dans l'expression de U. U'. C’est pour la commodité de notre exposé ultérieur que 
nous introduisons en môme temps la fonction sin 0. 

Ces deux fonctions sont liées par la relation 

(39) cos 2 0 4- sin 2 0= 1, 

qu’on obtient en égalant le produit scalaire par lui-même de chaque membre de 
l’équation (38). 

64 . Périodicité des fonctions cos 0 et sin 0. — Reprenons la définition de 
l’angle, telle que nous l’avons donnée au n° 58. Nous allons établir la proportionnalité 
d’un angle au centre, tel que 

(Occ, Om) 

à l’arc am compris entre ses côtés. La longueur de cet arc est en effet définie par 
inscription d’une ligne polygonale et passage à la limite. Soit am,m a . . . m ; 

... m une ligne polygonale inscrite dans l’arc am. Considérons un côté déterminé 
de cette ligue. Nous avons 

mi-iüii — On h — 0m,_ , , 

donc le carré de la longueur de ce côté sera ici 

2[1 — cos(Om< _ , Om,)]. 

Il faut faire la somme des termes analogues et passer ensuite à la limite. 
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Or deux angles égaux interceptent des arcs auxquels on peut inscrire des lignes 
polygonales ayant leurs côtés de même rang égaux entre eux. En passant à la limite, 
il en résulte que ces arcs ont des longueurs égales. 

Finalement, l’arc est donc une fonction continue de l’angle, et nous pouvons poser 
par exemple 

am = F(0). 


Convenons pour le moment que si ni tend vers a, am s’annule en même temps que 0. 
La relation (31), qui joue un rôle essentiel dans la définition de l’angle, nous apprend 
que si l’on pose 

(OafOm)==0, (Om, Om') = 0', 


d’où 


on peut en déduire 


am = F(Q), 


mm' = F (9'), 


Oa, Om' = 0 H- 0', 


d’où 


am' = F (0-4-0'). 


D’après la définition précédente de la longueur d’un arc, et la restriction imposée à 
deux points infiniment voisins de déterminer un arc infiniment petit, on a 
d'ailleurs 

am' = am- h mm'. 


D'après cela, il faut que F (0) vérifie l’équation fonctionnelle 

F (0 0') = F (0) F (0') 

quels que soient 0 et 0' ; ou encore, puisque la solution générale de cette dernière est 
de la forme 

F(0) == mô, 


il faut et il suffit qu’il y ait proportionnalité entre un arc et l’angle au centre corres- 
pondant. 

Le facteur de proportionnalité m sera positif si l’on a soin de faire concorder le 
sens positif des angles et le sens positif des arcs. Il deviendra égal à 1 si on prend 
comme unité d’angle un angle particulier appelé radian , qui intercepte une corde 
égale au rayon, qui est ici l’unité de longueur. 

De la notion de perpendicularité, rencontrée au n° 60, résulte d’ailleurs la consé- 


quence que voici : considérons des angles tels que (Oaf()6), (06, Oc), (Oc, Orf), 


(Oa, Oe) ayant pour valeur commune -4- 1 droit. La demi-droite Oc se confond avec 
le prolongement Oa' de la demi-droite Oa, la demi-droite O d avec le prolongement 06' 
de 06, et enfin Oe coïncide avec Oa. Autrement dit, si à une demi-droite on fait subir, 
autour de son origine O, quatre rotations successives d’un droit, on la ramène à sa 
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position primitive. En même temps le point m effectue sur la circonférence qu’il 
décrit un trajet qui le ramène également à son point de départ. 

Il s’ensuit que la circonférence est une courbe fermée, et que l’abscisse curvi- 
ligne am ne saurait être une fonction uniforme de la position de m sur cette courbe. 
Il existe sur la circonférence une infinité de manières d’aller de a en m : il leur cor- 
respond une infinité de déterminations de am, formant une progression arithmétique 
ayant comme raison la longueur de la circonférence (C). Soit 2 x cette longueur, dont 
la mesure reste à déterminer. 

L’angle de deux vecteurs d’un plan nest donc pas une fonction uniforme de 
ces vecteurs. S’il admet la détermination 0, il est susceptible de toutes les déter- 
minations 

0 4- 2/ctc, 

où k désigne un entier quelconque. Nous sommes par suite amenés à compléter la 
définition de l’angle que nous avons posée au n° 58, définition suivant laquelle l'angle 
d’un vecteur avec lui-même ne pouvait être que zéro, en vertu de la propriété 
d 'alternance. En réalité, cette définition s’applique seulement à une détermination 
particulière. 

Par contre, les produits scalaires Oa. Om et Ob. Om sont des fonctions uniformes 
du vecteur Om. Lorsque 0, variant d’une manière continue, augmente de 2-rc, ces 
fonctions varient d’une manière continue, pour reprendre leur valeur primitive. D’où 
ce résultat : 

Les fonctions cos 0 et sin 0 sont périodiques et ont pour période 2 u. 

La théorie du changement de système fondamental, en géométrie plane, va 
d’ailleurs nous fournir les théorèmes d’addition de ces fonctions. 

66. Formules d’addition pour le cosinus et le sinus. — Imaginons qu’on 
passe du système fondamental Oa, Ob au système fon- 
damental Oa', Ob', celui-ci étant défini relativement au 
premier par 

Oa, Oa' = a. 

Nous pourrons écrire 

f Oa' = Oa cos a 4- Ob sin a, 
l ^ | Ob / = Oacos^a4-|^4-Obsin(^«4-0. 

Considérons un point m du cercle (C) tel que 

Oa'Cüm = p. 

Nous pourrons donc écrire 

(41) Om = Oa cos(a4- P) 4- Obsin(a4-P) 

et 



m 


Om = O a' cos p 4 - Ob' sin }î. 
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Dans cette dernière équation, remplaçons Oa' et Ob' par leurs valeurs tirées des for- 
mules (40). Il nous vient 

Om = Oa |cosacosp4-cos^a4-^f)sinpj 4-Ob jjsinacosp 4 - sin (^a 4- sin p j . 
On en déduit les formules d’addition cherchées : 

cos (a 4- p) = cos a cos p 4- cos 4- ^ sin p, 


sin(a 4- P) = sin a cosp 4- sin ^ a 4- ^ j sinp. 

Le caractère de symétrie de la seconde formule montre que l’on a nécessairement 

sin ^a4-|^ = cosa, 

ce qui se vérifierait d’ailleurs directement. On en déduit 

COS 4- | j = sin(a 4 - tc) = — sin a, 


et, finalement, nos formules deviennent 

, i cos(«4-P) — cosa cosp — sin a sin p, 

' ( sin(a 4 - p) = sin a cosp 4- cosa sinp. 

On déduit de ces formules toute la théorie des fonctions trigonométriques, et, entre 
autres, leurs propriétés différentielles. Cet exposé étant donné dans les cours d’analyse 
les plus élémentaires, nous ne nous y arrêterons pas. 

66. Récapitulation : construction logique de la géométrie 
métrique. — En supposant la géométrie linéaire construite, et en introduisant 
deux nouveaux concepts fondamentaux, celui de la longueur d’un vecteur et celui de 
l’angle de deux vecteurs, nous venons de retrouver, par voie entièrement déductive, 
les théorèmes qui sont à la base de la géométrie ordinaire. 

Contrairement aux propositions de la géométrie linéaire, les nouvelles propositions 
que nous venons d’obtenir ne sauraient subsister par une transformation linéaire 
quelconque : les transformations linéaires qui les laissent inaltérées forment une 
classe spéciale , soumise à la double condition de laisser invariants : 

1° La longueur d’un vecteur quelconque, ou si l’on préfère la distance de deux 
points quelconques. 

2° L’angle de deux vecteurs quelconques, ou leur produit scalaire. 

Nous allons montrer que la première condition entraîne la seconde. En effet, si 
nous prenons un triangle quelconque ABC, nous pouvons écrire 
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En faisant le produit scalaire de chaque membre par lui-même, il vient (') 

BC 2 = B A 2 -h AC 2 + 2BA . AC, 

ce qui s’écrit encore, à l’aide des notations consacrées de la résolution des triangles, 

(44) a 2 = b 1 -h c- — 2/;c cos A. 

Imaginons donc une transformation linéaire qui conserve la distance de deux points 
quelconques, et en particulier les distances BC = a, GA — b, AB = c; d’après la 
relation (44) elle laissera aussi invariante le produit scalaire 

AB . AC — 2 bc cos A . 

Nous allons désormais distinguer, sous le nom de transformations métriques, 
celles qui conservent les distances; parmi elles, nous réserverons le nom de dépla- 
cements aux transformations dont le déterminant est positif. 11 est évident a priori 
que les translations appartiennent à celte dernière classe. 

67. Recherche des transformations métriques. Forme fonda- 
mentale. — Prenons un système fondamental OA, OB, OC, non plus orthogonal 
et normal, mais absolument quelconque. Le carré de la longueur du vecteur libre 

V = aOA-4-?/OB-4~;OC 

sera 

(45) Z 1 = x 2 0Ar -4- y 2 OB 2 -4- ; 2 0C 2 -f- 2y sOB . OC -+- âsarOC . OA -h 2xyOA . OB. 

Considérons une transformation linéaire qui fait correspondre au vecteur libre V un 
deuxième vecteur libre V' tel que 

Y = x'0 A -4- j/'OB -t-s'OC. 

Nous obtiendrons le carré i 2 de la longueur de ce nouveau vecteur en changeant x, y, z 
en x\y\z' dans le second membre de la formule (45). Pour que la transformation 
considérée soit une transformation métrique, il faut et il suffit que I ou ait 

Donc les transformations métriques sont les transformations linéaires particu- 
lières qui laissent invariante la forme quadratique écrite au second membre de 
la formule (45), et dénommée forme fondamentale. 

Imaginons que l’on abandonne le système fondamental 0A,0B,0C pour passer 
à un nouveau système 01, OJ, OK qui soit à la fois orthogonal et normal. Si l’on a 
dans ce système 

V = XOI -4- YOJ ZOK, 

on aura 

(46) / 2 = X 2 -4- Y 2 + Z*. 

(I) Nous avons déjà présenté, au n° 64, un cas particulier de ce raisonnement. 
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Adoptons ce dernier mode de notations, et considérons une transformation métrique 
qui fasse correspondre aux vecteurs 01, OJ, OK les vecteurs 01', OJ', OK' et au vecteur 

V = XOI H- YOJ -h ZOK, 

le vecteur 

V' = X'OI -h Y'OJ -4- Z'OK = XOI' -t- YOJ' + ZOK', 

X',Y',Z' étant liés à X,Y,Z et 01', OJ', OK' à 01, OJ, OK par les formules 

X' = oc,X ■+• p t Y -f- Yl Z, et 01' = «,01 -h a 2 0J -4- « 3 0K, 

Y' = a 2 X -h (3 2 Y -4- y 2 Z, et 0 J' = p t OI H- p 2 OJ H- p 3 OK, 

Z' = «,X -4- P S Y -h Ya Z, et OK' = Yl 0I H- Ya 0J -4- Ys 0K. 

Pour que les coefficients des seconds membres soient vraiment ceux d’une transfor- 
mation métrique, il faut et il suffit que l’on ail identiquement 

X' 2 -f- Y'* -4- Z' 2 = X 2 -4- Y 2 4- Z 2 , 


d’où les conditions, nécessaires et suffisantes, 

( «i -h a* + «3 — 1, ( P tYt -4- P 2Y2 -4- P sY 3 = 0, 

(G) | Pi + P* H- P* = < Y J a i-4-Ï2 a 2 + Ï3 a 3 — 

( Ï1 + Ï2 + Ï3 — A» ( a iPl + *2^2 *+■ a 3p3 =?= 

En exprimant que le système OF, OJ', OK', transformé de 01, OJ, OK, est lui aussi 
orthogonal et normal (en vertu du caractère métrique de la transformation), on obtient 
six nouvelles relations 

f ®i ~ 4 - H~ Y * == 1 , l « 2 a 3 - 4 - P2P3 Y2Y3 = 

(CO ] a 2 ■+■ P2 ■+■ Ya — 1» j a 3 a i •+■ P3P1 ■+* Y3Y1 — 0, 

( a 2 H- Pj H- Y3 — ( a t a 2 ■+" P1P2 "+• YiYî — 

On démontre, dans tous les cours de géométrie analytique, que ces six équations 
forment un système équivalent aux six précédentes. Cette équivalence est d’ailleurs 
évidente géométriquement : d’une part si les six conditions (C) sont remplies, la 
transformation possédant de ce fait le caractère métrique, les six relations (C') seront 
nécessairement vérifiées, puisque OF, OJ', OK' est un système orthogonal et normal. 
Inversement, si les six conditions (G') sont remplies, la transformation envisagée fait 
passer d’un système orthogonal et normal à un autre analogue : étant linéaire, elle 
sera en même temps métrique; les relations (G) sont donc satisfaites. Notons enfin 
que, d’après la signification du déterminant (rapport de deux volumes correspon- 
dants), celui de toute transformation métrique sera nécessairement égal à ±1. 

68 . Nous avons posé, au n° 22, la notion de fonction scalaire, entière et homo- 
gène, d’un vecteur libre; en particulier, on appelle forme quadratique d'un vecteur 
une fonction scalaire de ce vecteur, exprimable dans un certain système fondamental 
(et par suite dans tous les autres) par un polynôme homogène et du second degré de 
ses composantes. Nous pouvons donc nous exprimer de la manière suivante : 
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Le carré de la longueur d'un vecteur est une forme quadratique de ce vecteur. 
Cette forme s’exprime par le polynôme écrit au second membre de (45), quand on 
prend un système fondamental quelconque OA, OB, OC. Elle s’exprime parla formule 
(46) quand on prend le système fondamental 01, OJ, OK orthogonal et normal. 

Il nous sera utile, pour la suite, d’étudier les formes quadratiques de vecteurs 
en nous plaçant au point de vue de la géométrie linéaire, et en ne retenant que les 
propriétés indépendantes du mode d’expression de la forme dans tel ou tel système 
fondamental particulier. 

69. Formes quadratiques d’un vecteur (au point de vue linéaire). — Soit Q(U) 
une forme quadratique du vecteur U. Appelons U et V deux vecteurs quelconques, 
1 et [jl deux scalaires. Nous pourrons écrire 

(47) Q(XU H- u.V) = A 2 Q(U) + 2A [ xP(U, V) -+- (x 2 Q(V), 

en désignant par P(U, V) une fonction scalaire, bilinéaire et symétrique des deux vec- 
teurs U et V : toutes ces propriétés se vérifient immédiatement en exprimant chaque 
terme dans un système fondamental quelconque. 

La forme Q(U) étant définie indépendamment de tout système fondamental, on 
doit regarder comme connues les quantités 

Q(XU + p.V), Q(U) et Q (V) ; 

donc la forme bilinéaire symétrique 

P(U, V) 

est douée elle-même d’une signification intrinsèque : on l’appelle forme polaire de 
la forme quadratique Q(U). 

Nous dirons que deux vecteurs U et V sont conjugués par rapport à la forme Q, 
si l’on a 

P(U, V) = 0. 

Le vecteur U étant donné, tous les vecteurs V conjugués de U sont coplanaires, du 
moins en général. 

1° Soit L(U) une forme linéaire du vecteur U (n° 22). Son carré L*(U) est une 
forme quadratique, et, en vertu de la relation 

L(AU + jxV) = X L(U) -4- jxL(V), 

la forme polaire de L 2 (U) sera L(U) L(V). Pour que deux vecteurs soient conjugués, 
il faut et il suffit que l’un d’eux soit parallèle à la direction de plans déterminée par 
la condition 

L(U)=0. 

Il y a donc une direction exceptionnelle de plans dont tous les vecteurs U sont 
conjugués de tout autre vecteur V. 

2° Prenons maintenant deux formes linéaires L(U) et M(U). Supposons qu’elles 
soient indépendantes, c'est-à-dire non liées par une relation de proportionnalité telle 
que 


JL(U)4-mM(U)^0 
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(à coefficients non nuis). Toute expression de la forme 

aL 2 (U) H- 6M 2 (U), 

sera une forme quadratique ayant pour forme polaire 

aL(ü)L(V) + 6M(U)M(V). 

Eu égalant à zéro celte expression, on impose à tous les vecteurs V d’être parallèles à 
un même plan, sauf si le vecteur U est choisi de façon qu’on ait à la fois 

L(U) = M(U) = 0, 

conditions qui déterminent une direction exceptionnelle de vecteurs U possédant la 
propriété d'être conjugués de tout autre vecteur V. 

3° Enfin, prenons trois formes linéaires indépendantes L(U), M(U) et N(U), c’est- 
à-dire telles qu’il n’existe aucune identité de la forme 

IL (U) -+- mM.(U) H- nN (U) = O 

entre ces trois vecteurs (à coefficients non tous nuis). L’expression 

aL-(U) H- 6M 2 (U) + cN 2 (U) 
est encore une forme quadratique dont la forme polaire 

aL(U)L(V) + 6M(U)M(V) + fN(ü)N(V), 

ne s’annule identiquement en V pour aucun vecteur U non nul, car, en vertu de l’indé- 
pendance de L, M, N, il n’existe aucun vecteur U annulant simultanément ces trois 
expressions. Donc, dans ce dernier cas, tous les vecteurs V conjugués d’un même 
vecteur U seront effectivement coplanaires. 

70. Décomposition en carrés. — Prenons une forme quadratique Q(U) et sa 
forme polaire P(U, V). Il peut se présenter différents cas : nous allons montrer que, 
dans l’espace à trois dimensions, les cas précédemment énumérés sont les seuls pos- 
sibles, autrement dit que toute forme quadratique peut s’exprimer linéairement à 
l’aide des carrés de fonctions linéaires d’un vecteur, dont le nombre est au plus égal 
à trois. 

1 er Cas. — Supposons d’abord qu’il n’existe aucun vecteur U non nul, pour lequel 
la forme linéaire du vecteur V 

P(U, V) 

soit identiquement nulle. Tout vecteur possède alors un plan polaire (lieu des vecteurs 
conjugués liés à un point) déterminé en direction. On peut toujours trouver un 
vecteur Jb non parallèle à son plan polaire (sinon la forme Q serait identiquement 
nulle). Appelons v un vecteur de ce plan. On peut mettre tout vecteur V de l’espace 
sous la forme 

V — X Jb — {— V , 

et puisque Jb et v sont conjugués, nous aurons 

Q ( V) = Q (x Jb + v) = a? 2 Q (Jb) H- Q(v); 
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Q(v) est la forme quadratique donnée, mais restreinte à une multiplicité linéaire 
dont l’ordre est ici deux, ou, pour parler d’une manière générale, s’est abaissé d’une 
unité. En posant 

U = a* 0 Jb -h u, 

on a d’ailleurs 

P (U, V) = ar* 0 Q(Jb) + yï( U, v), 

en appelant p (u, v) la forme polaire de la forme Q(v). De plus, il est impossible de 
trouver un vecteur u non nul, pour lequel la forme linéaire de v, 

P(u, v), 

soit identiquement nulle, sinon en réduisant U à ce vecteur u (ce qui exige a? 0 = 0), 
une propriété analogue appartiendrait à la forme P(U, V), ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. 

On peut donc raisonner sur Q(v) comme on l a fait sur la forme initiale. Soit, 
dans le plan polaire de Jt>, un vecteur ïB non confondu avec son conjugué par rapport 
à Q(v). Tous les vecteurs conjugués de .'B sont ici colinéaires, et l’on peut écrire tout 
vecteur v : 

v = î/Æ- 4- w, 

en appelant w un vecteur conjugué de :6, qui est d’ailleurs de la forme z(°, en appe- 
lant G un vecteur fixe, conjugué de :B. Nous obtiendrons finalement 

Q(V) = ar 8 Q(Jb) h- y 2 Q($) h- z 2 Q (C’j — somme de trois carrés indépendants, 
le vecteur V ayant pour expression 

V = a: 1, H - y fü -+-zG. 

2* Cas. — Supposons qu’il existe un vecteur U non nul, annulant identiquement 
la fonction P(U,V) du vecteur V. La même propriété appartiendra donc à tous les 
vecteurs colinéaires à U. Il y a alors deux hypothèses possibles : et, sous la rubrique 
2 e cas, nous n’étudierons ici qu’une de ces hypothèses, celle où la direction du 
vecteur U est seule à posséder la propriété précédente. 

Appelons Jb un vecteur quelconque ayant celte direction. Tout système JL, V est 
conjugué quel que soit V. Prenons un plan P arbitraire non parallèle à JL, et dési- 
gnons génériquement par v un vecteur de P, de manière qu’un vecteur V quelconque 
puisse s’écrire 

V == ar Jb -f- v = (a-, -f - b -h v. 

Nous aurons, quels que soient x t et x 2 , 

Q(V) = Q[(x t -h x 2 ) X H- v: = x'i) QU) H- Q(v), 

puisque x t À> est conjugué de tout autre vecteur et en particulier de ayb-f-v. Mais 
une telle identité exige manifestement que Q'.b) soit nul, et que la tonne considérée 
se réduise à g(v). 

Nous aurons d’ailleurs 


P (U, V) = p( u, v); 
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et puisque la direction de Jb, la seule qui annule identiquement la fonction de V 
exprimée par P(U, V), est en dehors du plan de v, on pourra traiter p( u, v) en appli- 
quant la méthode du premier cas. On l’exprimera ainsi à l’aide de deux carrés indé- 
pendants. 

3° Cas. — S’il existe deux vecteurs Jb et 35 non nuis et non colinéaires, tels que 
les formes 

P(.ib, V), P (35, V) 

soient identiquement milles, on formera un système fondamental à l’aide des deux 
vecteurs Jb, 35, et d’un troisième vecteur G. Un raisonnement analogue au précédent 
permet alors de réduire la forme étudiée à un seul carré indépendant. 

En résumé, toute forme quadratique est une combinaison linéaire d’un, deux ou 
trois carrés indépendants (l’espace étant tridimensionnel). Le nombre de carrés indé- 
pendants se déduit d’ailleurs, d’après ce qui précède, des propriétés de la forme 
polaire P(U, V). Dans un système fondamental Jb, 35, G, où V s’exprime par l’égalité 

V — x Jb -b* y 35 — 1~ z G , 

P (U, V) = xP(U, Jb)-)~j/P(U, 35) H- z P (U, C); 

U = x 0 Jb -+- i/ 0 35 H~ z 0 G, 

P(U, Jb) = x 0 P(Jb, Jb)H-y 0 P(35, Jb)4-z 0 P(C, Jb), 

P(U, 35) = x 0 P (Jb, 35) + y 0 P(35, ®)-hz 0 P(C, 35), 

P(U, G) = x 0 P (Jto, C) -h î/ 0 P (.'<5, C)H-z 0 P(C, G). 

Nous serons dans le premier cas si les coefficients de P(U, V) ne s’annulent jamais 
en même temps, c’est-à-dire si le déterminant 

P(Jb, Jb) P(35, Jb) P(C, Jb) 

P(Jb, 35) P (35, 35) P(C, 35) , 

P (Jto, G) P (35, G) P (G, G) 

symétrique par rapport à sa diagonale principale, n’est pas nul. Nous serons dans le 
second cas si les trois équations en x 0 ,y 0 ,z 0 , obtenues en annulant P(U, Jb), P(U, 35), 
P(U, (?) se réduisent à deux distinctes, c’est-à-dire si le déterminant précédent est nul; 
sans qu’il en soit de même de ses mineurs à deux rangées. Enfin, nous serons dans 
le troisième cas si ces trois équations sont deux à deux équivalentes. 

En résumé, le nombre des carrés indépendants est égal à l’ordre du déterminant 
principal du tableau des coefficients des seconds membres des formules (48). 

71 . Loi d’inertie. — Nous avons montré la part d’arbitraire à laquelle est sou- 
mise la décomposition. Soit en particulier une forme Q(U) remplissant les conditions 
du 1 er cas (n° 70). Pour la décomposer en carrés, il suffit de l’exprimer dans un 
système fondamental Jb, 35, G, formé par des vecteurs deux à deux conjugués. Dans 
l’expression obtenue, les coefficients sont précisément Q(Jb), Q(&), Q(C). Voici en 
quoi consiste la loi d’inertie : 


on a 

en posant 
nous aurons 

m 
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Quel que soit le système fondamental Jb, $, 6 de vecteurs deux à deux con- 
jugués utilisé pour la décomposition , on trouvera toujours un nombre invariable 
de carrés précédés de coefficients positifs et un nombre invariable de carrés 
précédés de coefficients négatifs . 

Nous ne nous servirons de ce théorème que dans un cas particulier, celui où la 
forme Q(V) est constamment positive, et ne s'annule qu’avec le vecteur V. Pour cela, 
il est nécessaire que Q(V) s’exprime uniquement par des carrés à coefficients positifs. 
11 est indispensable en outre que ces carrés soient au nombre de trois et portent sur 
des formes linéaires indépendantes [sinon il existerait certains vecteurs V non nuis et 
susceptibles d’annuler Q(V)]. Dès qu’une telle propriété aura lieu pour un système 
fondamental déterminé, elle aura lieu pour les autres. 

Quand une forme Q(V) remplit les conditions précédentes, on dit que cette forme 
est définie et positive. 

72. Retour à la géométrie métrique. — En introduisant la notion de 
carré de la longueur d’un vecteur, nous avons supposé implicitement que cette 
expression est constamment positive et ne s’annule que si ce vecteur est lui-même 
nul. Autrement dit, nous complétons maintenant ce que nous avons dit au n° 68, 
par l’énoncé suivant : 

Le carré de la longueur d'un vecteur est une forme quadratique, définie et 
positive de ce vecteur. 

C’est à cette forme que nous donnons le nom de forme fondamentale. Désignons- 
la par Q(U). 

La forme polaire P(U,V) fournit dès lors la valeur du produit scalaire U. V. 
Cela résulte immédiatement du rapprochement de la formule (47) et de celle qui 
donne le carré de la longueur de XU -b p.V. Or, d’après les propriétés distributives 
du produit scalaire, ce carré est égal à 

X 2 U 2 -f- 2 X[a U . V H- p. 2 V*. 

Cette expression est identique à Q(XU -h p.V). 11 suffit alors d’égaler les coefficients 
des termes en Xp. pour parvenir au résultat annoncé. 

D’après cela, deux vecteurs orthogonaux sont tout simplement deux vecteurs 
conjugués par rapport à la forme fondamentale. 

Il en résulte aussi la possibilité d’obtenir, à partir de l’égalité 

OM — xOA — f— t/OB + «OC, 

la formule générale (45). Nous avons en effet 
Q(0M) = Q (xOA -h yOB H- zOC) 

= z 2 Q(0A) -h y 2 Q(0B) -h z 2 Q(0C) H- 2t/zP(0B, OC) -f- 2z*l‘(0C, OA) 

-4- 2aq/P(0A, OB), 

égalité qui n’est autre que l’égalité (45) elle-même, puisque Q(0A), par exemple, 
signifie OA* et que P(OB, OC) n’est autre que le produit scalaire OB.OC. 

Toute forme quadratique Q nous aurait permis d’écrire la même relation. Mais si 
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nous voulons interdire à tout vecteur fini d'avoir une longueur nulle, ou même 
imaginaire, nous devons spécifier que Q est une forme définie et positive. 

En résumé, pour constituer la géométrie métrique, il suffit d’ajouter aux 
notions primordiales de la géométrie linéaire et à ses postulats une nouvelle hypo- 
thèse : celle de l’existence d’une forme quadratique fondamentale de tout vecteur V, 
possédant le caractère invariant, cette forme étant astreinte à être définie et positive. 
On peut dire encore que la géométrie métrique se confond avec l’étude du sous- 
groupe de transformations linéaires laissant invariante cette forme quadratique. 

11 est maintenant facile de comprendre que la géométrie euclidienne ne détient 
aucun privilège qui l’impose à la considération des mathématiciens d’une manière 
exclusive. Elle est construite sur un système particulier de concepts et de postulats. 
En variant ces données primordiales, on obtiendra d’autres systèmes géométriques, 
aussi logiques que le système euclidien. La suite nous en fournira des exemples. 
Mais, dès à présent, nous pouvons remarquer que la géométrie métrique et la 
géométrie linéaire sont deux systèmes distincts, quoique compatibles. 


11 

Applications de la multiplication scalaire. 

73. Formule fondamentale de la trigonométrie sphérique. — Considérons 
un trièdre OABC; appelons a , b, c ses faces et A, B, G ses dièdres. Pour obtenir le 
cosinus de la face a, il suffit de prendre sur OB et OC des vecteurs de longueur 
égale à l’unité, et de faire le produit scalaire de ces vecteurs. Appelons précisément 
B et C leurs extrémités, et projetons ces points orthogonalcment en B' et C' sur l’arête 
OA. Nous aurons 

OB = OB' + B'B = OA cos c h- B'B, 

OC = OC' -h C'C = OA cos b -t- C'C ; 

en faisant le produit scalaire, il vient, puisque C'C et B'B sont perpendiculaires à OA, 

cos a = cos b cosc -h B'B. C'C. 

Les faces du trièdre OABC sont comprises entre O et ir. Donc B'B et C'C ont pour 
longueurs respectives sin c et sin b. D’autre part, l’angle de B'B et de C'C est le 
rectiligne du dièdre A. Nous avons donc 

cos a = cos b cos c -h sin b sin c cos A . 

74. Calcul des angles et des distances en coordonnées 
obliques. — Tous les calculs d’angles et de distances en coordonnées obliques 
peuvent s’opérer à l’aide de la seule notion de produit scalaire. C’est ce que nous 
allons montrer maintenant. Nous supposerons essentiellement, comme c’est l’usage 
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en géométrie analytique, que le système fondamental choisi a tous ses vecteurs de 
base égaux, leur longueur commune étant prise pour unité. Le principe de la méthode 
étant toujours le même, il nous suffira de traiter quelques exemples. 

75. Distance d’un point à un plan. — Soient trois axes de coordonnées Oxyz 
formant un trièdre dont les faces yOz, zQx, xOy ont des angles respectivement égaux 
à X, a, v. Considérons le point M 0 (æ 0 , y 0 , z 0 ) et le plan P d'équation 

Ax By Cz — t- D — ■ U. 

Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée de M 0 sur P. En désignant par x, y, z 
ses coordonnées, le vecteur M 0 M aura pour composantes 

X = x a? 0 , Y — y y 0 , Z = z z 0 . 

Pour trouver la longueur de ce vecteur, nous calculerons la forme quadratique fonda- 
mentale (u° (371. Puisque les vecteurs de base ont pour longueur 1, nous aurons ici 

(39) M^ï 2 == X 2 -h Y 2 -h Z 2 -h 2YZ cosX -h 2ZX cosa -f- 2XY cosv. 

Pour déterminer X, Y, Z, nous devons exprimer que le point M est dans le plan I*, 
d’où la condition 

(oO) AX -f- 13Y — |— (<Z -f- Ax„ -f- Bi/ 0 -f- Oz 0 -t- I) 0, 

et que le vecteur M 0 M est perpendiculaire au plan P, c’est-à-dire à tout vecteur de ce 
plan, ou d’un plan parallèle mené par l'origine. 11 nous faut donc écrire que si les 
composantes m, v, w d’un vecteur satisfont à la relation 

(al) Au -h Bu H- ('.w = 0 

(exprimant que ce vecteur est dans le plan parallèle à P mené par O), on a, de ce 
fait, orthogonalité du vecteur X, Y, Z et du vecteur u, v, n\ Pour traduire celte 
condition, on part de la forme fondamentale, et on en déduit la forme polaire, qu’on 
annule. Cela donne 

uX -+- u Y H- w/j (eZ H- îüY) cosX -f- (u ! X -t- uZ) cosp. -f- (uY -t- v\) cosv — 0, 
ce qui peut s’écrire 

(52) (X -f- Z cosp. -f- Y cosv) u -4- (Y -t- X cosv -h Z cosÀ)u 

H- (Z -f- Y cosX --t- X cos p.) w — 0. 

11 faut exprimer que (51) et (52) s’entraînent mutuellement. On en conclut 

X -t— Y cos v Z cos p. X cosv — t— Y -t— Z cos X X cos p. — f - Y cos a I Z 

_ = B “ " C* 

11 est facile de trouver la valeur commune de ces rapports : pour cela, nous formerons 
un rapport égal à chacun d’eux en multipliant les deux termes du premier par X, 
ceux du second par Y, ceux du troisième par Z et ajoutant. 11 nous vient, comme 
numérateur final, la forme quadratique fondamentale écrite au second membre de 

5 


Bouugand. — Géométrie vectorielle. 
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(49), c’est-à-dire le carré d 2 de la distance cherchée et comme dénominateur 
AX -4- BY CZ, dont la valeur nous est donnée par l’équation (SO). La valeur 
commune p des trois rapports précédents est donc 

— -_rf* __ 

^ Âx 0 H- By 0 H- Cz 0 - 4 - D 


Nous pouvons donc écrire, pour déterminer X, Y, Z, d 2 , les équations suivantes : 

Ad* 

X+Yco.v+Zeo S ^ + Ajt + Bÿt + ( . t> + u = 0, 

B d 2 

X COSV — Y -4- Z COSX — f- ~ï~ — ; — r,“ ; — /T_ ; — Tî == O, 


Ax n 


X COS p. H- Y COSX + Z+ r 7 


%o "t~ 
Crf 2 


D 


= 0, 


Ax 0 -4- By 0 -)- Cz 0 4- 1) 

AX BY -h CZ -h Aa? 0 -f- B»/ 0 -b Cz 0 ~h D = 0. 


En éliminant X, Y, Z entre ces quatre équations, nous obtiendrons pour déterminer 
d * la suivante : 


1 cosv eosp. 
cosv 1 cosX 
cosp. cos À 1 

ABC 


A 

B 

C 


f Ax 0 -f- B?/ 0 Cz 0 -4- 

V d 


DJ 


= 0, 


qui fournit immédiatement la valeur du rapport 

^ Aa? 0 -4- By 0 jt- J, 

et par suite de la distance d. Le rapport ci-dessus s’exprime par une forme quadra- 
tique de A, B, C. 

A un facteur numérique près, celte forme est d’ailleurs l’adjointe de la forme 
quadratique fondamentale (‘). 

76. Plus courte distance de deux droites. — Soient les deux droites 


g — Xp _ y — ?/ 0 _ s — s 0 
a b c, ’ 

x — x t y — y t z — z, 

a' b' ~ c' ' 

Par le point (a* 0 , r/ e , z # ), menons un plan parallèle à la fois aux deux droites. Son- 
équation sera de la forme 

u{x — x 0 )-\-v{y — y 0 )-hw{z — z 0 ) = 0, 
avec les deux conditions de parallélisme 

au H- bv -4- cw = 0, 
a u — |— b v -h c w = 0. 


(t) Voir par exemple mon Cours de Géométrie analytique, n° 246. 
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Donc ce plan a pour équation 

(bc' — ch') (a? — ar 0 ) -h (ca r — ac') (y — y 0 ) -+- ( ab ■ — ba ') (3 — z 0 ) = 0. 

11 suffira de chercher la distance du point (#,, y l} s t ) à ce plan d’après la théorie 
précédente. Il n’est pas utile de pousser le calcul plus avant. 

77. Recherche d’un lieu géométrique particulier. — Soit encore à traiter la 
question suivante, qui fit en partie l’objet du problème de Spéciales posé à l’Agré- 
gation des sciences mathématiques (concours de 1921 ) : 

On donne trois axes de coordonnées quelconques Oar, Oy, Oz, et on considère 
une droite mobile qui détermine sur les plans yOz, 30 a?, xOy des points À, B, G 
dont les distances mutuelles demeurent invariables. Trouver le lieu d'un autre 
point M de cette droite , lié invariablement aux points A, B, G. 

Nous conserverons les notations X, p., v pour désigner les faces du trièdre de 
coordonnées, et nous désignerons par u le vecteur unitaire de la droite mobile, par 
a,p,y ses composantes. Nous pouvons poser 

MA = nu, MB = ôu, MC = eu, 

a, b, c étant des nombres algébriques constants, en vertu de l'invariabilité mutuelle 
des points A, B,C, M. Les composantes a , fi , y du vecteur u sont liées par une relation 
qui est la traduction de u- — 1, et qui fait intervenir la forme quadratique fonda- 
mentale : 


(54) a 5 -t- ji" -+- y 2 -f- 2,3 y cosX 2ya cos [)■ H- 2a[i cos v = 1. 

En appelant x , y, 2 les coordonnées de M, celles du point M' de la droite défini par la 
relation 

MM' = ? u 

seront 

£-+-«?, !/ + Pp. 5-+-TP* 


Exprimons que lorsqu’on donne à 0 les valeurs respectives a, b, c, le point M' décrit 
l’une des faces du trièdre. Nous aurons 


a?H-«a = 0, y -4- b fi — 0, z-f-cy = 0. 

En éliminant a, fl, y entre ces trois relations et la relation ( 54 ), nous obtenons le lieu 
cherché, qui est l’ellipsoïde 


T 

a* b 2 


C“ 


2 ^ cosX-f- 2 — cosjx -t- 2 
bc ca * 


xy 

ab 


cos v = 1. 


Laissant de côté les exemples particuliers, nous allons maintenant examiner 
d’autres applications de la notion de produit scalaire, d’un caractère plus général. 

78. Les deux modes de détermination d’un vecteur dans un 
système fondamental quelconque. — Soit un système fondamental 
absolument quelconque OA, OB, OC. Jusqu’à présent, nous n avons fait connaître 
qu’un seul mode de détermination des vecteurs, applicable tant à la géométrie* 
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linéaire qu’à la géométrie métrique. Il consistait à exprimer le vecteur V à déter- 
miner sous la forme 

(55) V — aOA -4- j/OB H - «OC j 

les nombres x, y, z constituent, dans ce premier mode, les composantes du vecteur. 
Mais, si l’on fait de la géométrie métrique (et seulement dans ce cas) on peut 
également définir le vecteur V d’une autre manière. Supposons donnés les trois 
produits scalaires : 

V.0A=;, V.0B = 7), V.0C = C. 

La donnée de 5,iri,Ç fait connaître en grandeur et en signe les projections de V sur 
OA, OB, OC (ou sur les axes de même support et de même sens). On a donc un 
second mode de détermination du vecteur V, qui est, à l’encontre du premier, 
exclusivement métrique. 

Il est d’ailleurs facile de trouver les relations qui existent entre les quantités 
.x, y, z et £, yi,£. A cet effet, multiplions scalaircment les deux membres de l'égalité 
(55) par OA, OB, OC. Il vient 

( l = æOA 2 -4- i/OA.OB -f- «OA. OC, 

(56) ] 7i = ;rOB.OA-f-?/OB 2 4-sOB.OC, 
f Ç = æOC . OA -+- j/OC . OB H- zOC 2 . 

?,7),C sont donc des formes linéaires en x , ?/, ; qui empruntent leurs coefficients à la 
forme fondamentale elle-même : en effet, eu vertu de la formule (45), le carré / 2 de 
la longueur de V est donné par 

l- = x 2 0A 2 -4- »/OB 2 -4- z 2 0C 2 -4- 2>/z OB . OC -4- 2 zjOC . OA -4- îxyOA. . OB ; 
en écrivant / 2 sous la forme 

(57) / 2 = nx 2 -4- by 2 -4- cz 2 -4- 2 a x yz -4- V\zx + 2 c t xy = cp ( x , y, z), 


nous aurons 

I „ / 1 

î — ax -h C(y -f- b v z — ^ o x , 

4 

-ri = c\x H- by -4- a v z — ^V//» 

1 

Ç = b^X -4- 0,yy + CZ rr: -- cp_. 

Ainsi, £,?),£ se déduisent de x,y,z en prenant les demi-dérivées partielles de la 
forme quadratique fondamentale, exprimée en x,y, z. 

On peut remarquer que l’on a 

(59) xl-hyci-hzï^l 2 ] 

cette relation se vérifie immédiatement, soit qu'on y remplace 5, tj, Ç par OA.OM, 
OB.OM et OC.OM respectivement et qu’on tienne compte de (55), soit encore qu’on 
111 

les remplace par -cp' x} ^<p' et qu'on fasse appel à l’identité d’Euler. 
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Les formes cp' x , cp' y , sont d’ailleurs nécessairement indépendantes, sans quoi , 
en vertu de (59), la quantité / 2 pourrait s’annuler pour des vecteurs non nuis. Donc 
le discriminant 

a b l 
A = c t b a t 
A a, c 

de la forme fondamentale n’est pas nul. On peut donc résoudre les équations (58), et 
en tirer pour x , y , z des formes linéaires en ij,7|,Ç; en portant ces expressions dans 
©(#, y , z) on obtiendra pour L 2 une nouvelle forme quadratique en 

Nous aurons d’ailleurs, d’après le théorème des fonctions composées, 

„ ' f r ? 5 . r’ -f l i /■' î' > 


f r ' -» . /•' '<1 . /■' 1 -, 


et deux équations analogues. Or, ce système s’écrit encore 

?.v — c i A ■+• ^ /t] ■+■ "i Ai 

= A/& + °i/t) H- c A- 

Comparons-le au système (58). L’hypothèse A 7^0 entraîne nécessairement 

/ 1 

I * = 2 A- 

(oo) 


Les relations (58) et (60) montrent le rôle réciproque joué par les deux formes 
quadratiques 

<?(*, ?/, z) et vp C), 

qui sont égales l’une et l’autre au carré du vecteur V. On dit que ces formes quadra- 
tiques Sont ADJOINTES. 

On peut donner à celte réciprocité un caractère plus saillant, en montrant qu il 
est possible de déterminer un second système fondamental 0A P OB,, 0C P dans lequel 
tout vecteur a précisément pour composantes du premier mode des valeurs égales à 
celles du second mode dans le système OA, OB, OC et inversement. Dans ce dernier, 
écrivons les composantes du premier mode des vecteurs fondamentaux. Ce sont 
respectivement 

1, 0, 0 pour OA, 

0, 1 , 0 pour OB, 

O, 0 , 1 pour OC. 
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La condition énoncée exige donc que l’on ait 

OA, . OA = 1, 0A,.0B = 0, 0A,.0C = 0, 

OB, .0A = 0, OB,.OB = i, 0B,.0C = 0, 

OC, .0A = 0, 0C,.0B:=0, 0C,.0C = 1. 

D’aillcui s, ces neuf égalités suffisent à l’assurer. Il est clair en effet que si l’on a 

V = £OA, + ^OB 1 +:OC 1 , 

il en résultera 

V.OA = V.OB = t), v.oc = ç. 

Les deux formes quadratiques fondamentales, dans les deux systèmes OA, OB, OC 
d’une part et OA,, OB,, OC, de l’autre, seront respectivement les deux adjointes : 

<p(ar, y, z) et f{ Ç, r\, Ç). 

Géométriquement, il est facile d’étudier la disposition mutuelle de ces deux 
systèmes. Dans le tableau des neuf égalités précédentes, envisageons la première 
ligne : sur les trois égalités qu’elle renferme, les deux dernières expriment que OA, 
est perpendiculaire au plan OBC, et la première que le point A, est dans le plan polaire 
du point A par rapport à la sphère de centre 0 et de rayon un. Donc OA, et OA sont 
d’un même côté du plan OBC. En interprétant de la même manière les autres égalités, 
on voit ainsi que le trièdre OA,B,C, est supplémentaire du trièdre OABC. Les couples 
de points (A,, A), (B,, B), (C„ C) sont conjugués par rapport à la sphère de centre O et 
de rayon un. Nous dirons que deux systèmes tels que 0A„ OB,, OC, et OA, OB, OC 
sont réciproques. 

Si le système OA, OB, OC est trirectangle, OA,, OB,, OC, deviennent respecti- 
vement colinéaire» à OA, OB, OC, et de même sens, leurs longueurs étant égales 
aux inverses de OA, OB, OC. Enfin, tout système orthogonal et normal est son 
propre réciproque ( 1 )'. 

79. Variances contrariées. — Complétons ici, sous certains rapports, la théorie 
du changement de coordonnées. Imaginons qu’aux vecteurs fondamentaux OA, OB, 
OC considérés initialement, on substitue un nouveau système OA„ OB,, OC,. Alors 
aux nombres 

x, y, z et y), Ç, 

qui sont les composantes des deux modes d’un vecteur V, nous devrons en substituer 
d’autres 

Vm z i £i» ^li» £i» 

et nous aurons nécessairement 

(61) -t- 1/Ti H- zî = ac, $i -f- t/|Tq, -H z,^,, 

(1) Pour apercevoir, en géométrie linéaire, le même phénomène de dualité, il convient 
d’introduire à côté du concept de vecteur libre, celui de doublet, ou système de deux plans 
parallèles défini à une translation près, qui concrétise la notion de forme linéaire d’un 
vecteur, voyez n° 142 et note I, à la fin de ce volume. 
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puisque la valeur commune des deux membres est égale à l a . Nous aurons d'autre 
part 

(62) :rOA 4- yOB - 4 - zOC = a, OA, 4- y^B, -+- z 4 OC„ 

puisque la grandeur vectorielle est, pour l’un et l’autre membre, celle de V. Écrivons 
alors les formules qui définissent OA,, OB,, OC, en fonction de OA, OB, OC. 

( OA,= a' OA -h b' OB-f-c' OC, 

(63) 5 OB, = a" OA 4- b" OB 4- c" OC, 

( OC, = a"'OA 4- b"'OB 4- c"'OC ; 

en portant ces valeurs dans le second membre de (62), celui-ci deviendra linéaire en 
OA, OB, OC et une identification fournira x, y, s en fonction de y„ z,. 

Cela posé, envisageons systématiquement, et indépendamment des éléments 
auxquels on les applique : 

1° La substitution linéaire qui fait passer de OA, OB, OC à OA,, OB,, OC,. Ces 
équations sont écrites plus haut et appliquées à une transformation de vecteurs. Mais 
on pourrait aussi bien appliquer cette substitution à trois scalaires u, v, w pour en 
déduire trois autres scalaires u v v„ w r C’est la substitution prise en elle-même qui 
nous intéresse, et nous pouvons nous borner à la représenter par le tableau 

a' b' c' 
a" b" c" 
a!" b'" c"-, 

2° La substitution linéaire qui fait passer de x , y, z à x,, y,, z,; 

3° La substitution linéaire qui fait passer de £, r n * à ç, , vj,, £,. 

Prenons de ces substitutions la première et la dernière. Elles sont liées l’une et 
l’autre à la seconde de manière que l’expression 

x \ 4- y ■/) 4- z £ 

pour l’une, et que l’expression 

a-OA 4- yOB 4- zOC 

pour l’autre, restent finalement invariantes. Cette double propriété d’invariance les 
détermine l’une et l’autre, d’une manière unique, en fonction de la seconde substi- 
tution; en effet, nous savons que celle-ci, appliquée aux éléments a-, y, z, se traduira 
par les formules 

( x = ü'Xy 4- Q w y, 4- o z,, 

(64) < y — b , x i 4 - b"y l 4- b"'z v 

\ z — c'x t 4~ c"y, 4- c z, ; 

et inversement ces formules entraînent les formules (63) et aussi les suivantes : 

( \ x = a' $4 -b' tq H— c' Ç, 
ri, = a" Ç 4- b" i] 4- c" £, 

= 4-ô"'-r)4-c"'Ç. 


( 65 ) 
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Donc c’est une seule et même substitution qui fait passer de OA, OB, OC à OA n 
OB,, OC, et de £, tj, Ç à ç v y\ t , £ Nous pourrons donc énoncer le résultat suivant : 

Les coordonnées \,i),Z,du second type et les vecteurs fondamentaux OA, OB, 
OC ont le même mode de variance (*). 

Pour celte raison, on dit que 5, rj, Ç sont les coordonnées covariantes du 
vecteur V. 

Remarquons maintenant la relation de réciprocité qui existe entre la substitution 
qui fait passer de x, y, z à x lt t/,, z, avec la substitution considérée la première (ou 
la dernière). Cette réciprocité se déduit de la comparaison des formules (63) et (64). 
On passe en effet des unes aux autres en accordant la priorité tantôt aux éléments 
munis d’indices, tantôt aux éléments qui en sont dépourvus, et en écrivant tantôt un 
tableau carré, tantôt le symétrique de ce tableau par rapport à sa diagonale. 

Donc les coordonnées x, y , z du premier type ont un mode de variance distinct 
de celui des vecteurs fondamentaux (ou de celui des rj, £). Mais, ainsi que nous 
l'avons dit, ces modes de variance simultanés sont tels que l’expression 

(66) x £ - f- y Y] -f- z C 

ne soit pas troublée. En empruntant à la statique une comparaison familière, nous 
pouvons dire que l’expression (66) évoque l’idée d’un solide soumis à l’action de 
deux forces simultanées, et dont l'équilibre ne serait pas troublé. On dit souvent que 
ces forces se contrarient. Aux forces, nous devons substituer ici les modes de variance, 
et nous dirons encore que ces modes se contrarient. 

Puisque OA, OB, OC d’une part, et ar, y, z d’autre part, ont des variances 
contrariées, a?, »/, z sont appelées les coordonnées contrevariantes du vecteur V. 
Dans certaines questions, il y a avantage à introduire à la fois les coordonnées 
contrevariantes et les coordonnées covariantes d’un même vecteur. Considérons 
deux vecteurs V et V, et leurs composantes des deux modes : elles satisfont 
aux relations fondamentales 


V: 

V.OA 

V.OB: 

V.OC: 


: :rOA 

= 5 , 


j/OB — f- zOC, 


V, = #,0A 4- î/ t OB -f- z,OC, 

V, .OA = ij,, 

V I . 0B = v) 1 , 

Vj.OC^. 


Proposons-nous de calculer le produit scalaire V.V,. Nous avons 

V. V, = ar,V. OA 4- y t V. OB 4- z,V. OC = x t l 4- y , yj 4- z, î, 

— a?V, . OA 4- yV,.0B 4- zV, . OC — x Ç, 4- y tj, 4 — s 

La condition d’orthogonalité de V et de V, pourra donc s’écrire indifféremment 

x i% *+■ î/i "d - 3 i C = 0. 


ou 


(1) Cet éDoncé est encore une conséquence des relations \= V.OA, ï) = V.OB, Ç=V.0C. 
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Supposons en particulier que, suivant l’usage adopté courammeut en géométrie 
analytique, OA, OB, OC aient pour longueur l’unité. Considérons le plan défini par 
l’équation 

A® *+■ Bjy — (— Ci — t— D = O 5 
le plan parallèle mené par l’origine est 

AX + BY4~CZ=:0. 

Celle nouvelle relation exprime l’orthogonalité entre uu vecteur parallèle au plan et 
de composantes contrevariaules X, A, Z et un vecteur de composantes covariantes 
A. B, C. Donc la normale au plan est le vecteur de composantes covariantes A, B, C. 
Ceci nous explique l’intervention de la forme quadratique adjointe de la forme 
fondamentale dans l’expression du carré de la distance d’un point à un plan. En 
reprenant les raisonnements du n° 75, le lecteur pourra voir que nous avons fait un 
appel exclusif aux composantes contrevariaules X, Y, Z du vecteur .M„M. Pour 
exprimer qu’il est normal au plan, il nous a fallu écrire qu’il a même direction que 
le vecteur dont les composantes covariantes sont A, B, C. Or les composantes cova- 
riantes du vecteur x, y, z s’obtiennent, en vertu des formules (58 j, en prenant les 
demi-dérivées partielles de la forme fondamentale (49). Nous avons donc été amenés 
à écrire 

X -4- Y cos v -h Z cos ij . _ X cos v -+- Y Z cos X X cos a Y cos), -f- Z 

A ‘ ~ B “ ' C 

c'est-à-dire à écrire deux des équations qui servent à effectuer le passage de la forme 
fondamentale à la forme adjointe. 

Démarquons enfin que le système fondamental est à la fois orthogonal et normal, 
il n’y a plus lieu de distinguer eutre les composantes contrevariantes et les composantes 
eovarianles. 

80 . Évaluation dos volumes on géométrie métrique. — La défi- 
nition du volume, telle que nous l'avons donnée en géométrie linéaire, s'applique 
sans modification à la géométrie métrique. Toutefois, dans celte dernière, il est 
indiqué de prendre comme unité de volume celui du cube dérivant d’un système 
fondamental, orthogonal, normal et direct. Soit 01, OJ, OK un tel système. Cherchons 
à évaluer (OA, OB, OC), sachant que l'on a 

OA = a, 01 -f- fl 2 0J -t- fl 3 0K, 

OB = à, 01 4- /> 2 0J 4- /; 3 0K, 

OC = c,0I 4- elOJ 4- c 3 0K. 


Nous avons établi la formule 


Ci Y Ci 2 Ci ^ 

by b<, b 3 

C l C î C 3 


(OA, OB, OC) = 


(01, OJ, OK). 
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SLe volume qui figure au second membre étant pris pour unité, nous obtenons fina- 
lement, comme expression du volume cherché, 




Ctj #2 ^3 

^3 » 

C 1 C 2 C 3 


déterminant dont les éléments désignent indifféremment les composantes du premier 
ou du second mode des vecteurs OA, OB, OC, puisque le système fondamental est 
orthogonal et normal. A la formule précédente, on pourrait substituer la suivante : 


(OA, OB, OC) (01, OJ, OK) 


OA. 01 OA.OJ OA.OK 

OB. OI OB.OJ OB.OK 

OC. 01 OC.OJ OC.OK 


qui a l’avantage d’être vraie, non plus seulement lorsque le système 01, OJ, OK est 
orthogonal et normal, mais dans tous les cas possibles, comme il résulte de la règle de 
multiplication des déterminants (’). Appliquons en particulier cette dernière formule, 
en supposant que 01, OJ, OK coïncident respectivement avec OA, OB, OC. Désignons 
par a , 6, c les longueurs de ces trois vecteurs et posons 


Il vient 



COA — 

f*» 

AO B 


1 

COS v 

cosp. 

= a 2 6 2 c 2 

COSV 

1 

cosX 


COS p. 

cosX 

1 


III 

Étude des transformations linéaires, au point de vue métrique. 

81. Position du problème. — Du point de vue de la géométrie linéaire, il 
n’y a pas lieu d’établir de distinction entre les transformations linéaires, si l’on 
considère exclusivement celles dont le déterminant n’est pas nul. 

IÎ en est autrement dans le domaine métrique. Soient deux vecteurs V et V t : 
imaginons une transformation linéaire qui leur fasse correspondre deux nouveaux 
vecteurs V' et V' t . L’hypothèse 

(68) v.v^v'.v; 

•étendue à tous les couples (V et V t ) nous a déjà donné une classe remarquable de 
transformations linéaires : ce sont les transformations métriques. 

Pour pousser plus avant l’étude de la question, nous considérerons le produit sca- 
laire V.V', et nous ferons la remarque essentielle suivante : 

(I) Moyennant la réserve suivante : on prend comme unité de volume le volume du 
•cube construit sur l’unité de longueur. 
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Ce produit scalaire est une forme bilinéaire des deux vecteurs arbitraires 
V et V,, et la donnée de celte forme bilinéaire est équivalente à celle de la trans- 
formation (envisagée comme transformation de vecteurs, au sens du n° 54). 

Pour établir ce point, considérons trois vecteurs fondamentaux Jb, dJ, c, dont les 
transformés sont respectivement Jb', dS', G'. Aux vecteurs 

V = xJb -+- y dJ 4- sC et V 4 = ar t Jfe — f— y, $4-:;, U 
correspondront respectivement les vecteurs 

V' = x Jb' H- y %' 4- z G' et V( = . j/,®' H- s,C'. 

Nous aurons donc 

X(V, v t ) = V . v; = (x Jb 4- y ÎB 4- = (?) . {x l Jb' 4 - y x aV 4 - G') 

= xx t «)b . Jb' 4- xy l Jb 46' 4- xz x Jb . U' 

4- yx l % . 4/ 4 - yy l d5 . ;6' -hyz^. & 

4- sa?, C . Jb' -t- sj/, G . îB' 4 - ss, U. C', 

calcul que l’on peut interpréter de la manière suivante : la forme y a justement pour 
coefOcients les neuf produits scalaires 

jb.jb', jb . jb.e', 

dS.Jb', di.dJ', :6.e', 

e.jb', u .:6', c.e', 

c’est-à-dire les coordonnées covariantes de Jb', !6', (?' dans le système ,b, dï, G. Se 
donner les neuf coefficients de cette forme, c’est aussi donner les transformés 
Jb', dJ', C' de Jb, dî, (5 ou, en fin de compte, la transformation elle-même. Et réci- 
proquement. 

Cette remarque très simple nous conduit immédiatement aux conséquences 
suivantes. 

1° Considérons une forme bilinéaire y (V, V,) non symétrique. Cette forme et la 
forme y (V,, V) engendrent deux transformations linéaires distinctes, mais en liaison 
réciproque. Nous dirons que ces transformations sont métriquement associées. 

2° A une forme bilinéaire y (V, V,) symétrique en V et V„ c’est-à-dire à la forme 
polaire d’une forme quadratique y(V, V) = ?(V), correspond une transformation 
linéaire qui est sa propre associée. Nous dirons qu’une telle transformation est 
automélrique et que q{V) est la forme quadratique attachée à cette transformation. 

82. Traduction analytique des hypothèses précédentes. — Nous suppose- 
rons toujours, dans la suite, que le système fondamental Jb, di, G est à la fois ortho- 
gonal et normal. Dans ce système, il n’y a donc pas à distinguer entre les compo- 
santes covariantes et les composantes conlrevariantes. Supposons données ces der- 
nières, pour les vecteurs Jb', di', <?' : 

( Jb' £l,Jb 4~ Ojdi 4“ UjC, 

< di' 6,Jb 4~ b. J 6 4- b^C., 

[ G! ~ C,Jb 4- cfSi 4~ c 3 G. 


( 69 ) 
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Au vecteur 

V —— x Jb “H y «B 4- z C 

correspond, dans une telle transformation, le vecteur 

V' x Jt) / 4- y tB 7 H - z C x (o^Jb -t— o 2 î6 H - o 3 é) H- • • • 

qui, dans le système Jb, 16, C, a pour composantes 

S x' = cr t x 4 - b x y 4 - c t z, 
t/' = a 2 x 4 - b. ,?/ - 4 - c 2 z, 
z' = a 3 x -t- fyy -h o 3 z. 

En vertu de l’identité des composantes covariantes et contrevariantes, nous avons 

(71) y{V,V i )=a l xx l -+-b l xy i -)-c l xz i -ha 2 yx l -hb i yy l -hc. i yz i -{-a 3 zx l -i-b 3 zy l -hc i zz i 
—x(a l x i -h ^,J / 1 H- c,z,) 4 - y (a 2 x, 4- b. i y l 4- c 2 z,) 4- z ( a 3 x l 4 - - f- c 3 z,) 

=a? 1 (a 1 a? 4- a 2 y -+- a 3 z) -h y i {b l x 4- b 2 y 4- & 3 z) 4- z, (c,x - 4 - c 2 y H- c 3 z). 

Pour passer de y (V, Vi) à /(V,, V), il suffit, dans le tableau des coefficients des 
formules (70), d’échanger le rôle des lignes et celui des colonnes. Donc si une trans- 
formation linéaire fait correspondre au vecteur (x, y , z) le vecteur (.x', y', z') défini 
par les formules (70), la transformation mélriquement associée fera correspondre au 
vecteur (x, y, z) le vecteur (x", y", z"), défini par les formules 

( x" = <ZjX -h a 2 y 4 - a 3 z, 

(70 bis) J y" = b x x -t- b 2 y - 4 - b 3 z, 

v — Ci 37 •+• c tV *+■ c 3 “- 

Une transformation autométrique sera donc caractérisée par des formules comme les 
suivantes : 

f x' = ax 4- y l y -f- p,Z, 

(72) < y'-- = Yl x-4-py4-«iZ, 

( z' = H- a,t/ -h y z » 

dont les seconds membres donnent naissance à un tableau de coefficients symétrique 
par rapport à sa diagonale. 

11 était important de signaler ces caractères très simples, qui s’appliquent, sans 
modification d’énoncé, lorsqu’on suppose la transformation déterminée par les rela- 
tions (69), qui définissent les vecteurs transformés des trois vecteurs fondamentaux. 

Ajoutons à cela une remarque importante. Considérons la transformation auto- 
métrique, définie par les équations (72). La forme y(V, V,) devient, dans ce cas 
particulier, 

y.(V, V t ) = axxj -4- Pyy t -hyzz^ a^z 4- z x y) 4-p,(z l x 4-x,z)4- y^y+y^). 
La forme quadratique attachée à cette transformation sera donc 

</(V) = a x 2 4- § y* 4- y z 2 -4- 2x t yz 4- 2p t zx 4- %‘uxy. 
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Les composantes x\ y', z' du transformé de V sont précisément les demi-dérivées 
partielles de cette forme quadratique. 

83. Directions principales d’une transformation autométriquc. 

— Soit la transformation autométrique dérivée de la forme quadratique q(Y). Appe- 
lons Q(V) la forme métrique fondamentale, par laquelle s’exprime le carré de la 
longueur de V. Supposons que l’on ait identiquement 

(71) 7(V) = P Q(V), 

p désignant un certain coefficient scalaire. Nous aurions, en prenant les formes 
polaires, 

•/.(V, v t )= V.VÎ = pV.V p 

d’où 

v î = pv„ 

La transformation n aurait alors pour effet de remplacer chaque vecteur que par un 
vecteur colinéaire et proportionnel. 

Prenons maintenant une transformation autométrique absolument quelconque, 
et cherchons s’il existe des vecteurs auxquels elle fasse correspondre des vecteurs 
parallèles. Nous dirons que les directions de ces vecteurs sont principales pour la 
transformation, ou, si l’on préfère, pour la forme quadratique «/(V). Dans l'hypothèse 
particulière (71), toute direction serait principale, et le coefficient de proportion- 
nalité p serait le même pour toutes les directions. 

Il sera commode d’établir la propriété suivante : 

Deux directions principales, douées de coefficients de proportionnalité dis- 
tincts, sont orthogonales; et deux directions principales, non orthogonales, ont 
même coefficient. 

En effet, représentons le transformé d’un vecteur quelconque par la même lettre 
accentuée, et supposons qu'on ail à la fois 

U' = XU et V' = jxV, 

les quantités X et p. étant distinctes. Puisque la transformation est autométrique, nous 
aurons 

U'.V = U.V', 

d’où 

(X — |x)Ü.V = 0. 

Donc, ou bien X et p. sont distincts, comme nous l’avons supposé, et alors U et V 
seront nécessairement orthogonaux, ou bien nous devons avoir X = p.. 

(C. Q. F. D.) 

Puisque nous sommes dans l’espace ù trois dimensions, on en conclut à 1 impos- 
sibilité de plus de trois directions principales douées de coefficients distincts. En 
admettant leur existence, ces droites seraient alors parallèles aux aretes d un trièdre 
Irirectangle : aucune autre direction ne saurait être principale, sinon dans chacun 
des plans qu’elle détermine avec les trois précédentes, toute direction serait princi- 
pale, et le coefficient de proportionnalité de la nouvelle direction devrait égaler ceux 
des trois premières. 
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Avant d’aborder la recherche systématique des directions principales, nous ferons 
encore les remarques suivantes : 

1» Toutes les formes quadratiques 

<MV) = ?(V)-*Q(V) 

ont mêmes directions principales que q(V). Car si la transformation dérivant de 
q(V) change V en V', celle qui dérive de q s (V) changera V enV' — sV. 

Le bénéfice de cette constatation va résider dans la présence de transformations 
dégénérées, parmi celles qui dérivent de q*(V). Or, pour ces dernières, le problème 
de la recherche des directions principales est facilité, car on en connaît en général 
une solution (et, dans tous les cas, au moins une). Nous aurons donc à dire quelques 
mots des transformations dégénérées. 

2° De la définition même des transformations aulométriques, il résulte que si une 
direction A est principale , le transformé d’un vecteur orthogonal à A est un 
nouveau vecteur orthogonal à A. 

84. Transformations linéaires dégénérées. — Considérons une correspon- 
dance linéaire entre vecteurs, qui transforme les vecteurs JL, $, G d'un certain sys- 
tème fondamental en trois vecteurs JL', £6', C', définis par les formules 

JL . fljJL -h Qjt, 

£B — è,JL — (— byü) H — b 3 G, 

G — CjJL — j— — f— CjC. 

Jusqu’à présent, nous avons toujours supposé que le déterminant de cette trans- 
formation 

a i a, a z 
b x b 2 b 3 , 
c t c 2 c a 

n’est pas nul. Il s’agit alors d’une transformation véritable : nous dirons aussi trans- 
formation spatiale. 

Lorsque A est nul, la transformation est dégénérée. En géométrie à trois dimen- 
sions, il se présente deux cas de dégénérescence : 

1° Du tableau formé par A, on peut extraire un déterminant principal d’ordre 
deux. Les vecteurs 

a; JL' -h y £B' -b z6' 

sont alors tous coplanaires. Nous dirons dans ce cas que la transformation est 
planaire. 

2° Le déterminant principal est d’ordre égal à l’unité. Tous les vecteurs 

x JL — f- y £6' — {— z G ' 

sont alors colinéaires. Nous dirons dans ce cas que la transformation est rectiligne. 
Nous démontrerons encore le théorème suivant : 

Tgéorème. — Lorsqu 1 une transformation est spatiale , à tout vecteur non 
nul correspond un vecteur non nul. Si elle est dégénérée , il existe une infinité 
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de vecteurs non nuis donnant naissance à un vecteur nul : ils sont colinéaires 
pour une transformation planaire , et coplanaires pour une transformation 
rectiligne. 

En effet, pour qu’un vecteur 

a? A' -\-y%' -h zG' 

soit nul, il faut et il suffit que ses composantes dans le système A, Æ, G soient nulles, 
c’est-à-dire que l’on ait 

a,a? -+- bp/ 4- c,; = 0, 
a 2 x -f- b z y -+■ c 2 s = 0, 
a 3 x -+- b 3 y -4 c 3 z = 0. 

Nous sommes amenés à discuter ce système, d’après les règles générales des n 09 46 
et suivants. Si A^O, la seule solution est x = y = z = 0. Si le déterminant prin- 
cipal est d’ordre deux, ces trois équations se réduisent à deux distinctes, et si 
a* 0 , î/o’ z o es l une solution particulière, toute autre solution est de la forme 
lx 0 , Xy 0 , X s 0 , les vecteurs obtenus sont colinéaires. Enfin, si le déterminant prin- 
cipal est d’ordre un, nos équations sont équivalentes à l'une d'entre elles, et nos 
conditions seront satisfaites par une famille de vecteurs coplanaires. 

(C. Q. F. I).) 

85. Discriminant d’une forme quadratique g(V). — Considérons une forme 
quadratique g(V) et la transformation autométrique qui en dérive. Le déterminant A 
de cette transformation s’appelle le discriminant de la forme y(V) : c'est un inva- 
riant métrique, puisqu’il représente le rapport de deux volumes correspondants et 
puisque la forme q(V) est elle-même métriquemeut liée à la transformation. 

Si A est ^£0, la transformation sera du type spatial. Si A est nul, nous aurons 
une transformation dégénérée, du type planaire ou du type rectiligne, suivant l’ordre 
du déterminant principal (*). 

Étant donnée une transformation aulométrique spatiale ou dégénérée, nous 
devrons appeler directions principales celles des vecteurs V liés à leurs transformés V' 
par une relation de la forme 

V' = XV, 

c’est-à-dire celles des vecteurs V qui donnent naissance à un vecteur parallèle ou à 
un vecteur nul. Cette dernière circonstance ne pouvait pas se présenter pour les 
transformations spatiales. 

86. Directions principales d’une transformation autométrique dégénérée. 

— Il y a lieu de distinguer entre les transformations dégénérées celles qui sont 
planaires et celles qui sont rectilignes. 

Si la transformation est planaire, elle admet comme direction principale , 
douée d’un coefficient X nul, la direction orthogonale au plan de dégénérescence . 

— En effet, soit un vecteur N, dont le transformé est le vecteur zéro. Appelons V 

(1) L’ordre de ce déterminant est égal au nombre des carrés indépendants de la forme- 
<7(V) (cf. la fin du n° 70). 
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un vecteur quelconque, ayant pour transformé un vecteur V' non nul, mais paral- 
lèle au plan P de dégénérescence. Par suite de la définition des transformations auto- 
métriques, nous avons 

N. V' = 0. V = 0, 

ce qui montre bien que le vecteur N doit être perpendiculaire au plan P. Inverse- 
ment, si cette condition est remplie, N. V' est nul, donc au vecteur N correspond le 
vecteur zéro. 

On montrerait de même que si une transformation est rectiligne, elle admet une 
infinité de directions principales coplanaires et normales à la droite de dégénérescence. 

87. Équation en s. — Soit alors y(V) une forme quadratique non dégénérée. 
Ses directions principales sont les mêmes que celles de 

7(V)-« Q(V). 

Or, il y a certaines valeurs de s pour lesquelles cette dernière forme conduit à une 
transformation autométrique dégénérée. Pour les trouver, annulons le discriminant 
de cette forme : c’est un déterminant du troisième ordre, dont les éléments sont 
des fonctions du premier degré de s; nous obtiendrons une équation du troisième 
degré. 

Formons cette équation eu nous conformant aux notations du n° 82. La forme 
t/,(V) s’écrira 

</ (V) — sQ C V) = a x 2 -+- p y 2 -f- y - 2 -4- 2 x x yz -t- 2fi,3.r 2 — s (x- H- y 2 H- : 2 ) . 

Nous avons à écrire que son discriminant est nul. Nous obtenons ainsi l’équation 

a — s Yi P i 

m A(*)= Y, P — s «1 =0. 

Pi a i T s 

Avant d’aller plus loin, remarquons que A (.s) est un invariant métrique, pour 
toute valeur de s; ses coefficients sont donc des invariants. Le terme constant est le 
discriminant A de 7 (V). Les coefficients do s et de s 2 fournissent deux autres inva- 
riants : 

pY — *i + Y* — Pî H- a P — Ti et a -h p -t- y- 

88. Discussion de l’équation en s. — Les méthodes que l’on propose en général, 
pour l’étude de l’équation en s, font appel à des considérations qui n’ont pas le 
caractère intrinsèque requis pour trouver place dans notre exposé. 

Soit V un vecteur, appelons V' son transformé par la transformation linéaire qui 
dérive de </(V). Considérons tous les vecteurs V qui satisfont à la relation 

(74) V 2 = 1 , 

c’est-à-dire qui ont pour longueur l’unité. En liant ces vecteurs à un point fixe, 
l’extrémité en décrira une sphère. Le produit scalaire 

7(V) = V.V' 

est alors fonction de la position d’un point sur cette sphère. 
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Supposons que pour l’un des vecteurs V 0 qui satisfont à la relation ( 74 ) la quan- 
tité q{V) présente un maximum absolu ('). Exprimons q{V) en utilisant un système 
orthogonal et normal, constitué par le vecteur V 0 [qui a bien pour longueur l’imité, 
d’après (74)], et deux autres vecteurs V, et V 2 . Nous pourrons écrire 

V = x 0 V 0 -h x,V, -h x 2 V 2 , 
et 

q (V) = A 0 x-, 4- Apr f 4- A,x'i -h 2B 0 x,x 2 4 - 2B,x 2 x 0 4 - 2B 2 x,x 0 . 

Il faut exprimer que, si l’on astreint x 0 , x n x, à la condition (74), c’est-à-dire à la 
condition 

*0 ■+■ x i *+■ x i = 


la fonction q(V) est maximum pour le système de valeurs 

*o=l, x, = x 2 — O. 

Or, pour ce système de valeurs, elle se réduit à A 0 . A cause de l'homogénéité, cette 
condition est équivalente à la suivante : que la forme 


N 0 (*o •+" *1 ■+■ *2) — ^o*d ■ 


A 

•’l 1 


A.,x* • 


-l 5 o*i*> 


2B,x 2 x 0 — 2B 2 x 0 x 1 


soit positive, quelles que soient les valeurs x 0 , x„ x,. Or, dans celle expression, les 
termes en Xo disparaissent. L’expression se réduit donc au premier degré en x # , au 
plus. Pour que tout changement de signe soit impossible, il faut quelle soit indé- 
pendante de x 0 , c’est-à-dire que l’on ait 


B 1 = B 2 = 0 . 

Dans ces conditions, l’expression de q(V) devra se réduire à 


V.V' 


A 0 x- I ■ A,x[ 4 - AjX 2 4 - 2B 0 x,x 2 . 


Les formules de transformation seront, pour les vecteurs fondamentaux V 0 , V,. V 2 , 

v;=a 0 v„ 

V[ = A 1 V 1 4-B 0 V ï , 

V 2 = B 0 V, 4 - A 4 V 2 ; 


la première nous montre que la direction du vecteur V„, qui fournit le maximum du 
produit V.V', est, par cela même, une direction principale, correspondant à la racine 
s — A 0 de (73). 

89 . Cela posé, considérons la forme q(V). Deux hypothèses sont possibles. Sur 
la sphère V a = l, ou bien q(V) est constant et alors la forme q(V) est proportion- 
nelle à la forme fondamentale, toute direction est principale, et A (s), rapport de 
deux volumes correspondants, est de la forme (p — s) : \ Ou bien q(V) n’est pas 
constant, et atteint à coup sûr, sur la sphère V 2 =l, son maximum, soit pour un 
vecteur V unique, soit pour certains vecteurs V dont l’ensemble reste à étudier. 

(1) Au sens strict ou nu sens large. 

Bouuoand. — Géométrie vectorielle. û 
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PlaçoDs-nous dans ce cas. D’après le raisonnement précédent, l’existence d’un 
vecteur V 0 , qui sur la sphère V 2 = 1 rend q(V) maximum (au sens strict ou au sens 
large) nous assure la connaissance d’une direction principale A. A cette direction 
principale correspond une racine de l’équation en s, qui n’est autre que le coefficient 
de proportionnalité relatif à cette direction. 

Les autres directions principales douées de coefficients de proportionnalité diffé- 
rents sont orthogonales à A : s’il s’en trouve de même coefficient de proportionnalité 

que A, elles sont (d’après l’hypothèse non constant) dans un plan passant 

par A, et orthogonal à une autre direction principale ayant son coefficient propre et 
distinct de celui de A. 

Nous pouvons en tirer la conclusion suivante : 

Le maximum absolu, strict ou large, de V. V' nous fournit une direction princi- 
pale A. A tout vecteur V, orthogonal à A, correspond un vecteur V' orthogonal à A. 
Considérons les vecteurs V, soumis à cette condition d’orthogonalité. Leur ensemble 
coustilue une multiplicité linéaire, qui est ici d’ordre deux (et eu général d’ordre 
inférieur d’une unité au nombre des dimensions de l’espace) contenant les autres 
directions principales. Le degré du problème est ainsi abaissé d’une unité, et on 
appliquera la même méthode de proche en proche. 

Il en résulte que l'équation en s a toutes ses racines réelles. La méthode précé- 
dente conduit à une séparation théorique des racines (qui se généralise d’ailleurs au 
cas d’un espace à un nombre quelconque de dimensions). La première racine est 
fournie par le maximum du produit scalaire V.V', pour l’ensemble des vecteurs V, 
de toutes directions, qui satisfont à la condition V 2 = 1. Que ce maximum ait lieu au 
sens strict ou au sens large, soit A une direction propre à le réaliser : on cherchera 
les directions principales de la transformation dans l’ensemble des vecteurs V ortho- 
gonaux à A. Imposons à ces vecteurs la condition V 2 = 1, et cherchons, dans ce nou- 
veau domaine, le maximum de V.V'. Nous obtiendrons une nouvelle racine de l’équa- 
tion en s inférieure ou égale à la précédente, et ainsi de suite. S’il y a inégalité, la 
première direction A est une direction principale isolée. S’il y a égalité, en appelant 
A' une direction principale fournie par la seconde opération, toute direction du plan 
A, A' sera principale, etc. (Ceci montre que, dans le cas général, une racine d’ordre 
de multiplicité p engendrera une infinité de directions principales appartenant à une 
même multiplicité linéaire d’ordre p). Dans l’espace à trois dimensions, les seules 
circonstances possibles sont les suivantes : 

1° L’équation en s a trois racines distinctes : elles sont alors isolées, et parallèles 
aux arêtes d’un trièdre trireclangle ; 

2° L’équation en s a une racine double et une racine simple. A cette dernière cor- 
respond une direction principale isolée A. Il y a en outre une infinité d’autres direc- 
tions principales, appartenant à un plan perpendiculaire à A; 

3° L’équation en s a une racine triple. Toute direction est principale. 

90 . Une transformation issue de q,(V) est dégénérée si s est racine de l’équa- 
tion (73). Elle sera du type planaire si s est racine simple, et du type rectiligne si s 
est racine double. En effet, si s est racine simple, il lui correspond une direction 
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principale isolée : c’est la seule qui soit douée, pour la transformation issue de q,(\) 
du coefficient zéro ; la transformation est donc planaire et le plan de dégénérescence 
est orthogonal à la direction précédente. Au contraire, si s est racine double, nous 
obtenons une infinité de directions principales situées dans un plan P, et douées, 
pour la transformation issue de q s (Y), du coefficient zéro. La transformation est 
alors rectiligne et la droite de dégénérescence est normale au plan 1\ 

Si s est racine simple, il lui correspond une direction principale isolée, qui est 
encore, avec les notations du n° 87, la droite commune aux trois plans 

(« — *)* -h y, y -h P, s = O, 

Ti * -+- (P — *)y + «i z=o, 

pi a? -t- <*1 y H- (y — s)z = 0. 

Si s est racine double, il lui correspond une infinité de directions principales copla- 
naires : les trois plans précédents coïncident alors. 

D’après cela, une racine simple de (73) annule A (s), mais non ses mineurs; une 
racine double annule A (s) et ses mineurs à deux rangées. Toutes ces remarques se 
généralisent aisément au cas de n dimensions. 

91 . Équations réduites d’une transformation autométrique. — Cherchons 
ce que deviennent les équations (72), qui définissent une transformation automé- 
trique, lorsque le système fondamental Jb, &, C est non seulement orthogonal et 
normal, mais encore principal, c’est-à-dire formé de vecteurs parallèles aux direc- 
tions principales de la transformation. Nous devrons alors avoir : 

1° y' = z' — 0 pour y = 2 = 0, d’où p, = y, = 0, 

2° z' — x’ = 0 pour z = x = 0, d'où y, = a 1 = 0, 

3° x' — y' — 0 pour x = y — ü, d’où a, — p, = 0. 

Dans nos hypothèses, nous aurons donc simplement 

(73 bis) x' = s t x, y'z=s 2 y, z' = s 3 z, 

en désignant par s t , $ 2 , s 3 les racines de l’équation en s; et, en effet, les coefficients 
de x , y, z dans les seconds membres sont nécessairement, dans les conditions 
actuelles, les coefficients de proportionnalité propres aux directions principales. 

En même temps, la forme q (V) prendra l’expression 

(74) ç(V) = s 1 a; 2 +5 2 t/ î -f-s 3 3 2 . 

Comme vérification, le discriminant de q(V) — s Q (V), ou de 

(s t — s)x 2 -h (s 2 — s)y 2 -h (s 3 — s)-J 

est alors 

(*! — *) (* a ~ s )( s 3 — s )- 

Si s 2 , s 3 sont distinctes, les vecteurs libres Jb, G sont bien déterminés (aux 
permutations près). Sinon, il se présente une indétermination, telle que nous 1 avons 
déjà signalée. 
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A chaque vecteur libre V, faisons correspondre un point M, de manière qu’après 
avoir fixé une origine O, on ait 

OM = V. 

Si l’on impose au vecteur V une condition de la forme < 7 (V) = const., le point M 
décrira une surface du second ordre, ayant pour plans de symétrie les faces du 
trièdre principal lié au point O. Cette remarque montre la relation de l’ordre d’idées 
que nous venons d’étudier avec la théorie des directions principales et des éléments 
de symétrie des quadriques. Nous ne développerons pas davantage cette question, 
qui fait l’objet d’une étude détaillée dans les cours de géométrie analytique 


IV 

La multiplication vectorielle. 

92. Définition du produit vectoriel (ou extérieur). — Soient deux 
vecteurs libres U et V, dont l’ordre est ainsi spécifié. Nous considérerons leur pro- 
duit vectoriel G (appelé encore produit géométrique, ou produit extérieur ), comme 
défini par la relation 

(75) G.W = (U, V, W) 

supposée satisfaite identiquement, c’est-à-dire pour un choix quelconque du vec- 
teur W. Comme au n° 80, l’unité à laquelle on rapporte le volume (U, V, W) est le 
volume du cube construit sur les vecteurs d’un système orlhogonal et normal. 

Les deux membres de (75) sont l’un et l’autre des formes linéaires de W. Pour 
que ces formes soient identiques, il faut et il suffit qu’elles soient égales quand on 
confond successivement W avec chacun des vecteurs Jt, di, G d’un système fonda- 
mental déterminé, car dans un tel système, pour le vecteur x Jb y & -f- z G, les 
valeurs de ces formes sont respectivement 

x G . Jt) -4— y G . -f- z G . G , 

et 

ar(U, V, Jb) + y(U, V, &) + 5(U, V, G). 

Si U et V ne sont pas colinéaires, nous pouvons prendre comme système fonda- 
mental celui qui comprend U et V eux-mêmes, et un vecteur quelconque non situé 
dans le plan de U et de V. Écrivons que (75) a lieu quand on y fait successivement 

W=U et W = V. 

Le second membre s’annule : donc G devra être orthogonal à la fois à U et V. On peut 
prendre comme troisième vecteur de notre système fondamental le vecteur G 
lui-même, pourvu que la relation obtenue en remplaçant dans (75) le vecteur W par 
G fixe la longueur et le sens de G. 



LA MULTIPLICATION VECTORIELLE 85 

Il en est bien ainsi, car l'on obtient 

m G-= (ü, V, G). 

Puisque le premier membre est positif, il doit en être de même de (ü, V, G). Donc le 
trièdre dont les directions des arêtes successives sont données par U, V, G doit avoir 
même orientation que celui qui provient du système fondamental utilisé pour la 
construction du cube unité. 

Ko outre, (/6) expiime que le carré de la longueur de G mesure le volume d'un 
parallélépipède de hauteur égale à la longueur de G, et de base égale au parallélo- 
gramme construit sur U et V. 

Il est donc démontré qu’il existe un vecteur G et un seul, satisfaisant, quel que 
soit W, à la condition (75). Ses caractéristiques sont les suivantes : 

1° Sa direction est perpendiculaire à la fois à U etV; 

2° Sa grandeur a même mesure que l'aire du parallélogramme construit sur 
ces deux vecteurs ; 

5° Son sens est tel qu'on ait 

(U, V, G) > 0. 

Ce raisonnement suppose que U et V ne soient pas colinéaires. S’ils le devenaient, 
le second membre de (75) serait nul, quel que soit W. Il en serait donc de même du 
premier membre. Donc G serait nul. 

Pour désigner le vecteur G, nous utiliserons le symbolisme 

U AV. 

93. Propriétés de la multiplication vectorielle. — Si l’on échange ü et V, 
le second membre de (75) change de signe et conserve sa valeur absolue. Donc G se 
change en — G. Ainsi donc, la multiplication vectorielle n'est pas commutative et l’on a 

V AU- — U AV. 

Vis-à-vis de la multiplication par un coefficient scalaire a, voici la manière de se 
comporter d’un produit vectoriel : 

Le produit vectoriel de U et de a V, et le produit vectoriel de a U et de W sont 
égaux au produit du scalaire a par le vecteur G = U AV. 

En effet, nous venons de voir que le produit vectoriel G de U et V est défini sans 
ambiguïté par l’équation (75). 11 suffit alors de remarquer que cette équation reste 
satisfaite si on y change d’une part G en aG, et d’autre part, soit U en a U, soit V 
en a V. 

A l’aide d’un raisonnement analogue, nous allons maintenant établir le théorème 
suivant : 

Le produit vectoriel est, pour chacun de ses facteurs , distributif par rapport 
à l'addition géométrique. 

Soit à montrer par exemple que l’égalité 

U = U' + U" 
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entraîne 

G = G' h- G", 

en posant 

G = U A V, G' = ü'AV, G" = U"AV. 

Quel que soit W, nous aurons 

G.W = (U, V, W), 

G'.W=(U', V, W), 

G" . W = (U", V, W). 

Ajoutons membre à membre les deux dernières égalités. En tenant compte des pro- 
priétés du volume, nous obtenons 

(G'-+-G").W = (U, V, W), 

d'où 

G = G' -+- G". (C. Q. F.D.) 

94. Composantes du produit vectoriel. — Nous supposerons essentiellement 
qu’on adopte un système fondamental 01, OJ, OK, qui soit non seulement ortho- 
gonal et normal, mais qui soit doué d’une orientation directe, de manière que le cube 
construit sur 01, OJ, OK ait pour volume l’unité positive. Nous aurons dans ces 
conditions 

(01, OJ, OK) = (OJ, OK, 01) = (OK, 01, OJ) = -+- 1. 

L’application immédiate de la règle du n° 92 donnant les caractéristiques d’un pro- 
duit vectoriel montre alors que l’on a 

( OJ A 0K = 01, 

(77) ]0Ka0I = 0J, 

( 01 a 0Jr=0K. 

Cela posé, soient deux vecteurs libres U et V, de composantes x , y, z et x\ y', z'. 
Nous aurons 

U = xOI + yOJ -f- zOK, 

V = a/0I-+-y'0J-+-z'0K. 

Nous pouvons multiplier ces deux égalités membre à membre, suivant les règles ordi- 
naires, mais en ayant soin de réserver dans chaque monôme, la première place aux 
vecteurs qui proviennent de la première ligne, et la seconde place aux vecteurs qui 
proviennent de la seconde ligne. En associant des termes de même rang, nous obtien- 
drons zéro, puisque ces termes sont des vecteurs colinéaires. En associant le second 
erme de la première ligne et le troisième terme de la seconde, nous obtiendrons 

yz' OJ A OK. 

Si nous échangeons, et si nous associons le troisième terme de la première ligne et le 
second terme de l’autre, nous obtiendrons 

zy'OK A OJ. 
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11 y a intérêt à rapprocher les deux termes précédents, dont l’ensemble équivaut à 

{yz—zÿ) OJ A OK. 

Finalement, nous pourrons donc écrire 

U A V = (yz' — zy') OJ A OK 4- (sa?' — ars') OK A 01 H- (xy' — yx') 01 A OJ 
— (y z> — z y ) 01 ■+■ {zx' — xz') OJ -t- {xy' — yx 1 ) OK; 

d’où ce théorème : 

Soit un système fondamental, orthogonal, normal et direct. Le produit vectoriel 
de deux vecteurs ayant pour composantes respectives x, ?/, s et x\ y ', i a pour 
composantes 

y» — zy', zx' — xz, xy — yx'. 


V 

Théorie des vecteurs glissants. 

95. Position du problème. — Les opérations définies jusqu’à présent por- 
taient seulement sur des scalaires et des vecteurs libres, et conduisaient elles-mêmes 
à des scalaires ou à des vecteurs libres. 11 n’y a aucune difliculté à généraliser et à 
concevoir un calcul vectoriel plus étendu, dont les éléments primordiaux seraient par 
exemple des scalaires, des points, des vecteurs libres, des vecteurs glissants, les opé- 
rations de ce calcul conduisant elles-mêmes à des scalaires, des points, des vecteurs 
libres ou des vecteurs glissants. Ce calcul engloberait le calcul plus restreint déve- 
loppé jusqu’à présent, et dont le calcul algébrique n’est lui-même qu’une partie, celle, 
qui étudie les lois de composition des scalaires entre eux. 11 comprendrait aussi la 
théorie des barycentres, développée au n° 53, et qui constitue un mode de composi- 
tion entre points, dont le résultat final est un point. Dans cette section, nous nous 
proposons d’étudier les opérations les plus simples sur les vecteurs glissants et sur les 
systèmes de vecteurs glissants. 

Nous représenterons un vecteur glissant en écrivant entre parenthèses un vecteur 
lié susceptible de représenter ce vecteur glissant, c’est-à-dire obtenu en fixant son 
origine sur son support. 

Soit le vecteur glissant (OA). Par définition, son produit par un scalaire x est un 
nouveau vecteur glissant de même support, et dont la grandeur vectorielle est le 
produit par x de celle du vecteur initial. On pourra en particulier définir deux 
vecteurs glissants opposés (x = — 1). 

Cette définition appartient à la géométrie linéaire. En nous plaçant au point de 
vue de cette dernière, nous définirons le moment scalaire de deux vecteurs glissants, 
et nous appliquerons cette notion à la théorie de 1 équivalence des systèmes de 
vecteurs glissants. 



88 


OPÉRATIONS VECTORIELLES MÉTRIQUES 


96. Moment scalaire de deux vecteurs glissants. — Soient deux 
vecteurs glissants (ÀB) et (A'B') de supports A et A'. Considérons le parallélépipède 
construit sur AB, AA', A'IV comme arêtes non parallèles. Son volume algébrique est 
une fonction des grandeurs vectorielles de ces trois arêtes 

(78) v = (AB, AA', A'B'). 

Je dis qu’il est indépendant de la position de A sur A et de A' sur A' : ce point établi, 
il sera légitime de regarder v comme une fonction de nos deux vecteurs glissants, 
effectivement, substituons à A un autre point A, de A, à A' un autre point A ( de A'. 
Nous pouvons écrire 

AA' = AA, -h A,A,' -+- A, 'A' 

= XÀB + A 1 A;h-VA'B'; 

en portant cette valeur de AA' dans l’expression de v, nous pouvons décomposer cette 

dernière en une somme de trois termes : le 
premier et le dernier sont nuis et il reste 

»=(A.B„ A, a;, a;b;), 

ce qui établit le résultat annoncé. 

Remarquons que le nombre v, défini 
par (78), est une fonction symétrique de 
nos deux vecteurs glissants, car, en les 
échangeant, on intervertit les deux termes 
extrêmes dans la parenthèse, en même 
temps qu’on substitue au terme moyen son opposé. 

Pratiquement, il est indiqué de substituer au parallélépipède précédent le 
tétraèdre ABA'B' construit sur les deux vecteurs : on sait, par le calcul intégral, que 
son volume est le sixième, en valeur absolue, de celui du parallélépipède. Posons 
donc 

(79) t> = 6[(AB), (A'B')j. 

La fonction symétrique s’appelle le moment scalaire des deux vecteurs. Elle 

change de signe quand on substitue, à l’un de ces vecteurs, son opposé. C’est donc la 
disposition relative des deux vecteurs qui réglemente le signe de leur moment 
scalaire. Le moment est opportun pour préciser cette notion. Remarquons à cet effet 
qu’il y a communauté de sens entre les deux trièdres ainsi constitués : 

l r ® arête : l’un des vecteurs, auquel on assigne, sur son support, une origine 
arbitraire; 

2 e arête : droite joignant cette origine à celle de l’autre vecteur; 

3 e arête : droite joignant cette origine à l’extrémité de l’autre vecteur. 

Cette communauté de sens résulte clairement des égalités suivantes : 

(AB, AA', AB') = (AB, AA', AA' -b A'B') = (AB, AA', A'B') = (A'B', A' A, AB) 
= (A'B', A'A, A'A -b AB) = (A'B', A' A, A'B). 
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Dès lors, si ces deux Irièdres sont directs, il est naturel de dire que l’orientation 
relative de nos deux vecteurs est elle-même directe. Le second membre de (79) aura 
alors le signe -h, etc. 

En résumé , le moment scalaire a pour valeur absolue le volume du tétraèdre 
construit sur les deux vecteurs glissants. Son signe est donné par l'orientation 
relative de ces vecteurs. 

Pour que le moment scalaire de deux vecteurs soit nul, il faut et il suffit que l’un 
de ces vecteurs soit nul, ou que ces vecteurs soient situés dans un même plan. 

97. Systèmes équivalents. — Soit un système de n vecteurs glissants 

(A,B,), (A,B S ), ..., (A n B n ). 

Soit (PQ) un vecteur glissant quelconque. Faisons la somme des moments 
scalaires de (PQ) et de l’un quelconque des vecteurs précédents, soit 

*IPQ> = [0W, (PQ)] -h [(A, B*), (PQ)] -h ... -u [(A n B n ), (PQ)] ; 

nous obtenons ainsi une fonction scalaire de (PQ), appelée fonction caractéristique 
du système (S) considéré. 

Nous dirons que deux systèmes (S) et (S') sont équivalents s’ils donnent naissance 
à la même fonction caractéristique. 

Lorsque (S) et (S') comprennent chacun un seul vecteur, la notion d'équiva- 
lence se réduit à l'identité pure et simple. 

En effet, supposons que (S) se réduise à uu seul vecteur (AB) et (S') à un seul 
vecteur (A'B'). L’équivalence exige que l’on ail 

[(AB), (PQ)] — [(A'B'), (PQ)], 

quel quesoit(PQ). Nous supposons d’ailleurs que (AB) et (A'B ) ne sont pas nuis. Les 
deux membres ne s’annuleront simultanément que si toute droite rencontrant (AB) 
rencontre aussi (A'B'), c'est-à-dire si les supports de ces vecteurs coïncident. Mais 
alors la condition précédente n’a lieu en grandeur et en signe que si A'B' se déduit 
de AB par un glissement le long de ce support commun. (G. Q. F. D.) 

Notons encore un cas remarquable d’équivalence : 

Tout système de vecteurs glissants, dont les supports concourent en un point 
O, équivaut à un vecteur glissant unique , dont le support passe par O et dont 
la grandeur vectorielle est la somme géométrique des vecteurs du premier 
système. 

En effet, soient par exemple les trois vecteurs (OA), (OB), (OC). Quel que soit 
PQ, nous avons 

[(OA), (PQ)] + [(OB), (PQ)] + [(OC), (PQ)] 

= i | (OA, OP, PQ) H- (OB, OP, PQ) + (OC, OP, PQ) ] . 

Soit OR un vecteur tel que 


OR — OA OB -h OC. 



DO 
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Nous pourrons écrire, quel que soit (PQ), 
t(OA), (PQ)] •+- [(OB), (JPQ)] + [(OC), (PQ)] = g(0R, OP, PQ) = [(OR), (PQ)], 


égalité d’où résulte bien l’équivalence annoncée. 

Nous allons nous proposer maintenant de traduire, à l’aide d’un minimum de 
conditions exprimées par des égalités scalaires, l’équivalence de deux systèmes quel- 
conques. Étant donnés deux systèmes (S) et (S), nous appellerons pour abréger 
(S H- E) celui qui contient à la fois les vecteurs de (S) et ceux de (S). Nous appel- 
lerons système ( — S') celui qui comprend tous les vecteurs respectivement opposes 
à ceux du système (S') (*). 

Pour que les systèmes (S) et (S') soient équivalents, il faut et il suffit que le 
système (S — S') soit équivalent à zéro. 11 nous suffira donc de résoudre ce problème : 
condition pour qu’un système soit équivalent à zéro. 

98. Condition pour qu’un système soit équivalent à zéro. — Il s’agit 
d’exprimer que l’on a 


quel que soit (PQ). Prenons un point O quelconque, et un plan II également quel- 
conque, mais ne contenant pas le point 0. 

Tout vecteur (PQ) est équivalent à l’ensemble de deux autres vecteurs, l’un 
passant par le point 0, l’autre situé dans le plan II. L’expression d>( P Q) est la somme 
des deux expressions analogues relatives à ces deux vecteurs partiels. 

Donc il suffit d’exprimer que <1> est nul : 

1° pour tout vecteur passant par 0, et même, plus simplement, pour trois 
vecteurs non coplanaires passant par 0 ; 

2° pour tout vecteur situé dans le plan II. 

Considérons, dans le plan n, un point quelconque 0, et une droite A, également 
quelconque, mais ne contenant pas le point 0,. Tout vecteur du plan II est équivalent 
à l’ensemble de deux autres vecteurs de ce plan, l’un passant par 0,, l’autre porté 

par A. Donc il suffit d’exprimer maintenant 
que est nul : 

1° pour tout vecteur du plan II passant par 
Oj, et même, simplement, pour deux vecteurs 
non colinéaires de cette famille; 

2° pour tout vecteur porté par la droite A. 
Rassemblons toutes les conditions que 
nous venons d’obtenir, et pour leur donner 
une forme plus frappante, appelons (OA), (OB), (OC) trois vecteurs non coplanaires 
issus de 0. Nous supposerons que A, B, C sont précisément des points du plan II, 
que O t est confondu avec le point A, et la droite BC avec A. 


0 



(1) U convient de remarquer que si les fonctions caractéristiques de l’équivalence sont 
précisément <ï>(pq) et 'P(pq) pour les systèmes (S) et (E), la fonction caractéristique sera 
$(PQ) -j- ÙVq) pour le système (S) -f- (E), etc. 
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Nous serons amenés finalement à exprimer que <I> s'annule pour les six arêtes 
d’un tétraèdre quelconque OABC. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

Pour qu'un système de vecteurs glissants soit équivalent à zéro , il faut et il 
suffit qu'en appelant OABC un tétraèdre quelconque , les vecteurs de ce système 
satisfassent aux six conditions 

fyoA) = ^(OB) = <ï\or.) = <1> ( BC) = = ^(AB) = 0. 

On en déduit les conditions d’équivalence de deux systèmes (S) et (S'). En 
appelant d> et «!>' les deux sommes de moments scalaires obtenues en associant à tout 
vecteur de (S) ou de (S') un vecteur arbitraire, ces conditions sont les suivantes : 

$(OA) == $(OA)> ( b(OB) = ‘b;OB)> fyoc) = *I\oC)> 

4\BC) — $(BC)> d*(CA) = ^(CA)) ( b(AB) = ’bfAB)- 

Les six quantités <I* (0 a), ( b(OB), «fyor.), ^bq, ‘b (C A), ‘b (A B) sont donc caractéristiques 
d’un système de vecteurs (au point de vue de la théorie de l’équivalence). 

Considérons en particulier un système pour lequel toutes ces quantités seraient 
nulles, à l’exception de l’une d’entre elles. Par exemple, supposons que seul <I> {Bt;) ne 
soit pas nul. Un vecteur porté par OA satisfait justement à celte condition. Donc, 
un système possédant cette propriété particulière est équivalent à un vecteur porté 
par OA. 

Il en résulte bien aisément qu’étant donné un système (S) quelconque, on peut 
trouver un système équivalent et un seul de vecteurs portés respectivement par les 
six arêtes d’un tétraèdre. Ceci s’applique en particulier à la décomposition d’un 
vecteur quelconque. 

La décomposition tétraédrique appelle les remarques suivantes. Soit v le volume 
du tétraèdre OABC, ou avec plus de précision 

r = [(OA), (BC)] = [(OB), (CA)] = [(OC), (AB)]. 

Considérons un système caractérisé par les six nombres 

^(BAJj ^(OB)} ‘b(OC)) ( 1 \bC)> ( b(CA)t *b(AB). 

D’après ce qui précède, nous pouvons l’envisager comme la somme de six autres 
systèmes, dont l’un 

*(oaj, 0, 0, 0, 0, 0 

est équivalent à un vecteur porté par BC, vecteur que nous pouvons représenter 
par X(BC), en appelant X un coefficient positif ou négatif. Pour déterminer X, 
remarquons que le système auxiliaire constitué par le vecteur unique (BC) est carac- 
térisé par les six nombres 

u, 0, 0, 0, 0, 0, 

donc le système constitué par le vecteur unique X (BC) sera caractérisé par 

X», 0, 0, 0, 0, 0. 
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Nous en déduisons 


X v = 4> ( 


(OA) 


et nous en concluons finalement à la possibilité d’écrire le système caractérisé par les 
six nombres 

< b(OA)i d>( 0 B), ^(OCi 'l’iCAJi ‘b, Ali) 

sous la forme symbolique 

(OA)<I>ibo 4 - (OB) 4 - (OC) < I ) iA B) 4 - (BC) ( b(OAi 4 - (GA)«|) ( ob) 4 - (ABDfyoo 


(S): 


[(OA), (BCjJ 


qui fait appel à la définition du système (S -4- 2), somme de deux autres, et où le 
signe (=) signifie l’équivalence des deux systèmes écrits dans les deux membres. 
Quel que soit le vecteur (PQ), nous aurons, d’après nos définitions, l’égalité ordi- 
naire 

’ÉPQ) = 

[(OA),(PQ)l^ {IM;! +[(OB),(PQ)14» (CA) +î(OC),(PQ)i4» (AB ,H-i(BC),(PQ)]^ OM +f(CAX(PQ)]* 1 . OB) -i-[(AB),(PQ)]^ (M; , 

“ [(OA), (BC)] " 

99. Moment scalaire de deux systèmes. — Soient les deux systèmes (S) et 
(S), auxquels correspondent respectivement les deux fonctions caractéristiques 
<1> (PQ) et x P(pu). Appelons par exemple 

(AjBj), (A a B,), ..., (A, B,) 

les vecteurs du système (S) et 

(GjDj), (C 2 Dj), ..., (G fr D,) 

ceux du système (£). D’après la définition des fonctions <I> et 'F, il est évident 
a priori que les deux sommes 

VP*(A,B t ) -f- 'F(A,II,) . . . 4“ ^(Ajlt,-) 

et 

^(C,D,) 4~ $(0,0,) 4- ... H- ‘b(C*DJ 

sont égales, car elles représentent la somme des volumes algébriques des tétraèdres 
obtenus en associant un vecteur quelconque du premier système et un vecteur 
quelconque du second. On déduit des résultats obtenus au numéro précédent la possi- 
bilité d’écrire la valeur commune de ces sommes sous la forme 

'É(oa) < I , (BO 4- 'F(ob) ‘bicvi 4- ^(oq^ab) 4- ^(bo^-oa) 4- ^ca^ori 4- 'Fiabi^W.i 

[(OA, (BC)] “ ' ‘ 

Cette valeur est appelée le moment scalaire des deux systèmes. 

Supposons, en particulier, que le système 2 soit équivalent au système (S). 
L’expression précédente se réduit au double de la quantité 

'bfOAld^BC! 4- ^*, 01 ») ‘b cv < b«»C) < b(\Rl 
[(OA), (Bü)j ' ’ 
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qui est la somme des moments scalaires des vecteurs du système (S) pris deux à 
deux. On 1 appelle aussi Y automoment de (S)( 1 ). Si un système est équivalent à un 
vecteur unique, son automoment est nul. 

100. Étude de la fonction <!>,,. ü) . — Désignons par (PQ) et (P'Q') deux 
vecteurs glissants équipollenls. La fonction d> est une somme de termes tels que 

[(AB), (PQ)] 

étendue à tous les vecteurs (AB) du système (S). Nous avons 

[(AB), (PQ)] = J(AB, AP, PQ), 

et de même 

[(AB), (P'Q')] = *(AB, AP', P'Q'). 

Puisque, par hypothèse, P Q' = PQ, nous pouvons encore écrire 

[(AB), (P'Q')] = g(AB, AP -H PP'. PQ) = [(AB), (PQ)]+[(PM), (P’Q')], 


le point M étant déterminé de manière que l'on ait 

PM — AB. 


En ajoutant membre à membre toutes les égalités analogues à la précédente, et en 
remarquant qu’à l’ensemble des termes 


on peut substituer 


[(PM f ),(FQO] + [(PM # ), (P'Q')] -+-••• 
[(PR). (P'Q')]. 


(PB) étant un vecteur glissant dont le support contient le point P, et dont la 
grandeur vectorielle est la somme géométrique de celles des vecteurs du système, on 
obtient finalement 


(82) ‘I\p'q') — ‘Vo) •+• [(PR)> (BQ )]• 


L’équation (82) a une conséquence importante : 

Deux systèmes de vecteurs glissants ne peuvent être équivalents que s'ils 
admettent la même somme géométrique. 

D’ailleurs, elle ramène le calcul de ( T>, pour un vecteur quelconque (P Q'), a 
celui de <I> pour un vecteur équipollent (PQ) mené par un point fixe 0. On peut donc 
formuler ainsi les conditions d’équivalence : 

Pour que deux systèmes soient équivalents , il faut et il suffit qu ils aient 
même somme géométrique et même fonction caractéristique dans l ensemble des 
vecteurs (PQ) passant par 0. 

La communauté de somme géométrique implique trois conditions scalaires, et 


(1) Voir la Cinématique théorique de G. Koenigs, chap. i, page 25. 
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pareillement, la communauté d’expression 4 >;p Q ) dans l’ensemble des vecteurs 
passant par O : il suffît d’écrire, nous l’avons dit, que cette dernière a lieu pour 
trois vecteurs (OA), (OB), (OC) non coplanaires. Nous retrouvons bien, sous cette 
nouvelle forme, six conditions d’équivalence. 

La relation (82) montre en outre que si (PR) et (P'Q') sont dans un même plan, 
on a 

(83) ^(pü) — ^(P'q')' 

En particulier, la relation (83) est satisfaite lorsque (P'Q') se déduit de (PQ) par une 
translation parallèle à la somme géométrique. 

Pour que la relation (83) ait lieu pour tous les vecteurs (PQ) et (P'Q') équi- 
pollents, il faut et il suffit que l’on ait 

PR = O, 

c’est-à-dire que le système (S) ait une somme géométrique nulle. 

Pour achever l’étude de la fonction il resterait à étudier l’équation 

(84) 4>(p Q) = 0. 

Cette équation exprime une propriété de la droite qui est le support du vecteur (PQ). 
Les droites de l’espace forment une famille à quatre paramètres. Celles qui satisfont 
à la condition scalaire (84) ne dépendent plus que de trois paramètres : on dit qu’elles 
forment un complexe. La condition (84) exprime que la somme des moments 
scalaires d’un vecteur pris sur une de ces droites avec chacun des vecteurs du 
système (S) est nulle. Pour cette raison, on les appelle droites de moment nul. 

Si l’on connaît deux droites de moment nul qui concourent en un point, on en 
connaît une infinité d’autres : toutes celles qui passent par ce point dans le plan des 
deux premières. 

101 . Couples. — L’étude de la fonction <I>( PQ ) nous a conduit à mettre à part 
les systèmes (S) dont la somme géométrique est nulle. Pour ces systèmes, l’égalité 
géométrique 

P'Q' = PQ 

entraîne 

d ) ( i>'Q') = d’(P 0 ). 

Par suite, si une droite est de moment nul, il en est de même de toutes les droites 
parallèles. Soient A et A' deux droites de moment nul non parallèles. On épuisera la 
totalité des droites de moment nul par l’ensemble des droites dont la direction est 
parallèle à un plan contenant celles de A et de A'. Il intervient donc ici une direction 
de plans à laquelle toute droite de moment nul est parallèle. (Pour qu’il y eût des 
droites de moment nul non parallèles à ce plan, il faudrait que toute droite de 
l’espace fût de moment nul, c’est-à-dire que le système (S) fût équivalent à zéro.) 

Deux systèmes (S) et (S'), de somme géométrique nulle, ne peuvent s’équivaloir 
que si cette direction remarquable de plans leur est commune. S’il en est bien ainsi, 
cinq des conditions de l’équivalence sont déjà traduites, il n’en reste qu’une sixième 
à exprimer. 
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Effectivement, soit n un plan tel que toute droite de ce plan soit de moment nul 
pour (S) comme pour (S'). Soit OA un vecteur, issu d’un point O du plan II et non 
situé dans ce plan. Puisque la somme géométrique de (S) et de (S') est nulle, <1> se 
réduit, pour chacun de ces systèmes, à une fonction linéaire d’un vecteur libre, nulle 
pour les vecteurs parallèles au plan n. Il suffit donc d’écrire que l’on a 

^(OA) = *b(OA)' 

Traçons dans le plan II un vecteur (O'K') tel que l’on ait 

(85) [(OA), (O'K')] = «Iw» 

et déterminons le point K par la condition 


0K = -0'K'. 


D’après ce qui précède, le système des deux vecteurs (OK), (O'K') est équivalent au 
système (S). Un tel système s’appelle un 
couple. Pour que deux couples soient équi- 
valents, il faut et il suffit qu’ils soient situés 
dans un même plan, ou dans des plans 
parallèles, et qu’en outre il y ait égalité 
entre leurs aires algébriques : on peut 
remarquer que la relation (85) détermine en 
effet l’aire algébrique du couple. 

En résumé, tout système de somme géométrique nulle est équivalent à un 
couple. 

102. Réduction d’un système quelconque à un vecteur et à un couple. — 

Considérons un système (S) absolument quelconque. A chaque point 0, lions un 
vecteur Oit de grandeur vectorielle égale à la somme géométrique du système (S). 
Le système (S) équivaut à l’ensemble du vecteur (OR) et d’un système de somme 
géométrique nulle, c’est-à-dire d’un couple. On peut donc, et d’une infinité de 
manières, réduire le système (S) au vecteur (OR) et à un couple. Le plan de ce 
couple n’est déterminé qu’en direction. Si nous lui imposons de contenir le point 0, 
toutes les droites de ce plan qui sont de moment nul [vis-à-vis de (S)] passent par le 
point 0. 

Cherchons en particulier la condition pour qu'un système (S) soit réductible 
à un vecteur unique (AB). Menons en 0 le vecteur (OR) équipollent à la somme 
géométrique du système. Le système doit être équivalent au vecteur (OR) et à un 
couple [( — OR), (AB)]. Il faut pour cela que le plan du couple contienne (OR). 
Inversement, si cette condition est remplie et si (OR) n’est pas nul, le système est 
équivalent à un ensemble qui comprend (OR) et un couple dont l’un des vecteurs 
peut être confondu avec ( — OR). D’où ce théorème : 

Pour qu'un système (S), de somme géométrique non nulle , soit équivalent à 
un vecteur unique , il faut et il suffit qu'en réduisant ce système à un vecteur - 
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(OR) et à un couple , on obtienne un vecteur (OR) situé dans le plan du 
couple ('). 

Il résulte immédiatement de ce théorème que tout système de vecteurs situé dans 
un plan équivaut soit à un couple soit à un vecteur unique. 

103. Expression analytique de la condition d équivalence à un vecteur 
unique. — Reprenons le point de vue développé au n° 98 et supposons qu’on ait 
décomposé un système (S) suivant les six arêtes d’un tétraèdre OABC. Ecrivons sym- 
boliquement 

/ç.\ (OA) d'ioa -t- (OB) ‘btcA) -4-- (OC) dpAii) H- (RC) dvov, -4- (CA) d», on) -4- (ABÏdÇmjt 

1 • ~ ïioa), (in:,. “ 

La grandeur vectorielle de la somme géométrique de (S) est 

OA <J>(H(',) -4- OB dv.A) -4- OC — t- BC dpoA) -f- CA ‘Kob, -4- AB dçprA . 

Ü"A,, “■ ' ' ’ 

Supposons que cette somme géométrique ne soit pas nulle , et que l'automoment 
de (S) soit nul, c’est-à-dire que l’on ait 

(86) d>«)A) d’ ijQ -f- d>((Hl) ‘h. c\; "4- ( 1> (>C) ‘1>(AB) r ~ 0. 

Je dis que (S) équivaudra à un vecteur unique. En effet, puisque la somme géomé- 
trique n’est pas nulle, il y a au moins dans le tétraèdre une face, par exemple ABC, 
dont les côtés portent trois vecteurs de décomposition dont la somme géométrique 
n’est pas nulle. Ces vecteurs sont dans un même plan : leur ensemble équivaut donc 
à un vecteur unique (GH). Les trois autres arêtes du tétraèdre aboutissent au 
sommet 0, opposé de la face précédente : les vecteurs qu’elles portent équivalent 
aussi, dans leur ensemble, à un vecteur unique (OK). Nous pouvons donc écrire 
symboliquement 

U % (BG) ‘biOA) -4- (CA^Eob) H~ (ABl'Eoo 

-jjQA), (BC)] ’ 

/c\r*\ (OA) dpBO -4- (0B)<I»,ca)-4- (OC) < f > AB) 

^ j ~~ ' [(OA), (BC)3 ■ 

et la relation (86) est équivalente à 

[(GH), (OK)] = 0. 

Donc elle exprime que (GH) et (OK) sont dans un même plan. Puisque la somme 
géométrique n’est pas nulle, le système est donc réductible à un vecteur unique. 

En résumé, la relation (86) est la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système soit équivalent ou bien à un vecteur unique, ou bien à un couple. On éli- 
mine toute ambiguïté en se reportant à l’expression de la somme géométrique. 

(1) A vrai dire, cette condition n’est imposée qu’en direction. — On peut remarquer 
aussi que la condition d’équivalence à un vecteur unique est satisfaite s’il existe un point 
tel que la fonction caractéristique s’annule pour tout vecteur passant par ce point. 
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Remarque. — Au n° 100 nous avons envisagé un point de vue un peu différent : 
il nous amenait à prendre trois vecteurs fondamentaux OA, OB, OC liés au point O, 
et à mettre en évidence, dans l'expression symbolique de 0, un vecteur (OR) tel que 
OR ait pour grandeur la somme géométrique. En posant 

(OR) ==a?(OA) H- y(OB) h- z(OC), 
le signe = signifiant toujours une équivalence, nous écrivions 

(S) = (OR)+(S,), 

le système (S,) ayant une somme géométrique nulle, c'est-à-dire étant équivalent à 
un couple. Or ce cas rentre dans le précèdent, si l'on a soin de choisir la direction 
du plan ABC parallèle au plan du couple. En effet, dans cette hypothèse, récrivons 
la formule générale 


/c\ (0A)<fync ) -4- ( 0B)<1>( C A) -f- (OC) 4>(_ab: ~t~ (BC) <I> (0lV) -+- (CA) ‘b (OR) (AB)** 

tOAi.lBClj "■ " • 

et cherchons les expressions de (OR) et de S,. Pour (OR), ses moments scalaires 
avec (OA), (OB), (OC) sont nuis. Pour S,, les droites BC, CA, AB sout des droites de 
moment nul, parce qu’appartenant en direction au plan du couple. Donc nous avons 


(OR) = 
(S,) = 


(OA) <&(bo) -h (OB) 3 \ca) ■+■ (OC) *ï*( \ b) 
l( OA), (BC)] 

(BC)<I>(oa) -4“ (CA)<I>(ob) - t- (AB) «b, or.) 
[(OA), (BC)] 


= a?(OA)-+- t/(OB) -t-s(OC), 


Donc, l'automoment du système peut encore s’écrire 

x d’joA) *+• y d’ioB) •+• 3 ‘b (oc)* 

En l’annulant, on obtiendra, si x, y, z ne sont pas tous nuis, la condition pour que 
le système soit équivalent à un vecteur unique. 

104 . Centre des vecteurs parallèles. — Soit un système (S), formé de vec- 
teurs glissants parallèles. Si la somme géométrique est nulle, le système équivaut à 
un couple. Nous écarterons cette hypothèse, et nous supposerons que le système 
admet une somme géométrique non nulle. On peut alors montrer qu’il équivaut à un 
vecteur unique. 

En effet, soient (A t B,), (A 2 B 2 ), . . . , (A n B n ) les vecteurs parallèles dont se 
compose le système (S). Prenons un point 0 quelconque. Tout vecteur (AiB,) de S 
équivaut à l’ensemble du vecteur équipollent (0 V,) mené par 0, et du couple ( OV,), 

(AjB,). L’ensemble des vecteurs (0 Vi) équivaut à un vecteur unique (OR) dont *a 
grandeur vectorielle est la somme géométrique. Tous les couples ( OVj), (A;B*) 
sont dans des plans passant par (OR). Donc, ils admettent (OR) comme droite de 
moment nul. Il en est donc de même du couple résultant dont le plan contiendra (OR)* 
En conséquence, puisque la somme géométrique n’est pas nulle, le système (S) se 
réduit bien à un vecteur unique. 

7 

Bouligand. — Géométrie vectorielle. 
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Toujours sous la restriction que la somme géométrique n’est pas nulle, nous 
allons établir le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on fait varier les vecteurs du système , en conservant leur 
parallélisme et les rapports algébriques de leurs grandeurs vectorielles , et en 
imposant au support de chacun de ces vecteurs de passer par un point fixe, le 
support du vecteur unique équivalent au système passe lui-même par un point 
fixe. Ce point, appelé centre des vecteurs parallèles, nest autre que le 
bary centre des points fixes ( assignés aux divers vecteurs du système), doués de 
coefficients respectivement proportionnels aux grandeurs géométriques de ces 
vecteurs. 

Soient A„ A,, . . . , A n les n points fixes assignés aux vecteurs (A,B,), (A 2 B 2 ), . . . , 
(A n B n ) du système (S). Par hypothèse, nous avons 

A^XJ, A 2 Bj = X 2 V, ... A n B n = X n V, 

V étant un vecteur libre dont la direction est la direction commune de tous les vec- 
teurs de S. D’après les conditions de l’énoncé, les scalaires X t , X 2 , . . . , X n sont des 
quantités constantes, de somme non nulle. Le vecteur V peut varier d’une manière 
quelconque. 

Pour établir la proposition, il suffit de montrer que la fonction caractéristique d>(p 0 ) 
est nulle pour l’ensemble des vecteurs (PQ) qui passent par le baryeentre G, défini 
symboliquement par 

x t -h X, -+-... -bX„ ’ 

en effet, soit (GK) un vecteur quelconque dont le support passe par G. Nous avons 

*,GK) = [(A t B,), (GK)] + [(AA), (GK)] -h ... H- [(A n B n ), (GK)] 

= (AA, A t G, GK) -h (A 2 B 2 , A a G, GK) -h ... -h (A„B„> A„G, GK) 

= X,(V, A,G, GK) -f- X 2 (V, A a G, GK) -h ... -h X n (V, A„G, GK) 

= (V, X, A,G XAG 4- . . . -f- X„ A„G, GK). 

Dans la parenthèse, le terme moyen est nul, d’après la définition du point G. On a 
donc 

fycK) := 0 

quel que soit le vecteur (GK) ; le théorème est donc établi. 

Nous ne développerons pas davantage la théorie des systèmes de vecteurs glis- 
sants équivalents, au point de vue de la géométrie linéaire. Nous allons revenir au 
point de vue de la géométrie métrique et définir une opération sur un vecteur glis- 
sant et un point. Nous parviendrons ainsi à la notion la plus classique du moment, 
et nous retrouverons par elle (sous une forme moins générale) les propriétés des sys- 
tèmes de vecteurs équivalents. 

105. Moment d’un vecteur par rapport à un point. — Soient un 
vecteur glissant (AB), de support A, et un point fixe 0 en dehors de A. On appelle 
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moment de (AB) par rapport au point O, un vecteur lié au point O et de grandeur 
vectorielle 

(87) 0G= OA A AB. 

Pour légitimer celle définition, il faut montrer que le choix du point A sur A est 
indifférent : en effet, substituons à A un autre point A, de A. Nous aurons 

OA, = OA H- AA, = OA -h X AB. 

En faisant le produit vectoriel par AB, on trouve bien 

OA, A AB = (0A-+- )*AB) A AB = OA A AB. 

L’opération moment (vectoriel) est donc propre à un point et à un vecteur 7 lissant. 
D’après la définition du produit vectoriel, nous aurons, pour tout vecteur libre W, 

OG.W = (OA, AB, W). 

Considérons en particulier un point P tel que 

OP = W; 

la relation précédente peut encore s’écrire 

OG.OP = (OA, AB, 0P) = (0P, OA, AB) = 6 ((OP), (AB)]. 

On a donc le résultat essentiel 


( 88 ) 


? OG.OP = [(OP), (AB)], 


qui relie le moment vectoriel de (AB) par rapport à un point O et le moment scalaire 
de AB et de tout vecteur passant parle point O. 

Faisons, sur le moment vectoriel, deux remarques importantes : 

1 ° Un vecteur glissant est bien défini si l’on donne son moment par rapport à un 
point O et sa propre grandeur vectorielle, celle-ci étant astreinte à être orthogonale 
au moment. 

2 ° On a, entre les grandeurs vectorielles des moments de (AB) par rapporta O et 
O' la relation 

AU, (AB) = AU (AB) h- AU, (OC) ; 


le point C étant tel que 

0C = AB. 


En effet, nous avons 
d’où 


0'A=0'0-b0A, 

O'A A AB = O'O A AB -f- OA A AB 
= OA A AB -b O'O A OC. 


(C. Q. F. D.) 


La distributivité du produit vectoriel par rapport à 1 addition fournit en outre un 
résultat remarquable : considérons des vecteurs concourants AB,, AB,, . . . , AB n . 
Considérons le point B tel que 

AB — AB, + AB 2 + • • • + AB n * 
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Nous avons 

OA A AB = OA A AB 2 H- . . . — l— OA A AB n . 

Donc 

(89) JlibJ(AB) = Jbo(ABj) -+- Jlb' 0 (AB 2 ) Jtlb' (AB n ). 

C’est le théorème de Varignon. 

106 . Application aux systèmes de vecteurs glissants. — Étant 
donné un système de vecteurs glissants 

(AjBi), (A 2 B 2 ), . . ., (A n B n ), 

on appelle moment résultant de ce système par rapport à un point O un vecteur OG, 
lié au point O, dont la grandeur vectorielle est donnée par 

OG = OAj A A,B 1 -+- OAj A A 2 B 2 *+-... + 0A n A A„B n . 

En appelant OP un vecteur quelconque issu de O, nous démontrerons comme précé- 
demment que l’on a 

(90) gOG.OP = [(OP),(A 1 B,)] + ((OP), (A.BJ1 + . . . -t-((OP), (A„B n )] = 

Pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu’ils aient, pour tout 
vecteur (OP), même fonction caractéristique. D’après l’égalité (90), on peut encore 
dire : 

Pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient 
même moment résultant par rapport à tout point de l'espace. 

Or, dès qu’on connaît la somme géométrique et le moment résultant en un point 
O, on peut construire le moment résultant en tout autre point, indépendamment de 
la constitution du système, vecteur par vecteur. 

En effet, entre les grandeurs vectorielles du moment résultant en O et du moment 
résultant en O', nous avons la relation 

(91) 0'G' = 0G-Mb',(OR), 

le point R étant déterminé de manière que OR soit la somme géométrique. 

Celte relation peut s’établir à l’aide des relations analogues concernant les 
moments par rapport à O et 0' des divers vecteurs du système en les combinant par 
addition membre à membre : d’après une remarque du numéro précédent, nous 
aurons à additionner les moments par rapport à 0' des vecteurs équipollents à 
(AjBj), . . ., (A n B„) menés par 0, ce qui donnera, en vertu du théorème de Varignon, 
le moment par rapport à 0' de (OR). 

On pourrait également regarder celte relation comme une conséquence de celte 
autre, précédemment obtenue, 

«t>(o/i») = «b'op) ■+• [(OR), (O'P')]. 

Ce qui est important, c’est qu’elle nous permet de donner aux conditions d’équi- 
valence de deux systèmes une forme particulièrement simple : 
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Pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu’ils aient 
meme somme géométrique , et meme moment résultant par rapport à un point 
particulier. 

Pour un couple, le moment résultant a une grandeur géométrique constante. 
Pour un système équivalent à un vecteur unique, le moment résultant est orthogonal 
à la somme géométrique : que celte dernière ne soit pas nulle, et cette condition 
sera suffisante pour l’existence d’un vecteur glissant unique équivalent au système. 

Les éléments vraiment nouveaux qui apparaissent dans la question par l'interven- 
tion du point de vue métrique se présentent naturellement lorsqu’on entreprend 
1 étude du champ vectoriel des moments résultants. Cette étude nous fournira en 
même temps un premier exemple de champ vectoriel. Aussi, allons-nous maintenant 
l’entreprendre. 

107 . Champ vectoriel des moments résultants. — Le lieu des points 0' où 
le moment résultant O'G' a une grandeur géométrique constante (même grandeur 
géométrique qu’en 0) se déduit immédiatement de la relation (91). D’après celle-ci, 
il suffit en effet d’exprimer que l’on a 

0 0 A OR = 0. 

Donc le lieu cherché est la droite OR elle-même, ou encore la parallèle à la somme 
géométrique menée par 0. Bien entendu, nous écartons le cas où le système équi- 
vaudrait à un couple, cas où le moment résultant aurait môme grandeur géomé- 
trique en tous les points de l’espace, et par conséquent même direction. 

Ce cas étant toujours mis à part, il existe une droite et une seule en tous les 
points de laquelle le moment résultant est porté par cette droite. De la relation (91), 
il résulte que la direction de celte droite est celle de la somme géométrique. Le 
moment résultant est donc constant le long de cette droite. Choisissons-y un point 
quelconque 0, soit OG le moment résultant en ce point, et déterminons un point R 
par la condition que OR ait pour grandeur vectorielle la somme géo- 
métrique. Il est alors intéressant d’appliquer la règle générale du 
numéro précédent à la construction du moment résultant en un autre 
point 0'. Nous aurons à faire la somme géométrique de deux vecteurs : 

1° le vecteur O'G", équipollent à OG ; 

2° le vecteur O'G'", moment par rapport à 0' de OR. 

Decetleconstrucliondécouleimmédiatementla propriété suivante : 

Le champ vectoriel des moments résultants se superpose à lui- 
même : 

l°.dans toute translation le long de la droite OGR; 

2° dans toute rotation autour de cette droite. 

Pour rappeler ces caractères d’invariance, on donne à cette droite le nom d axe 

central. 

108. Complexe des droites de moment nul. — De la relation (91), 
on déduit aisément la constance de la projection sur une droite du moment résultant 
aux divers points de cette droite. Les droites de moment nul sont celles pour les- 
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quelles s'annule cette projection : cette définition concorde bien avec celle que nous 
en avons déjà donnée au n° 100, en vertu de la relation 

gOG.OP = <t><op)- 

Or, au point de vue actuel, on obtient aisément les propriétés essentielles des 
droites de moment nul. Tout d’abord, le complexe qu’elles forment se superpose à 
lui-même par toute translation parallèle à l’axe central ou toute rotation autour de cet 
axe. En second lieu, les droites de moment nul qui passent par un point O' sont 
contenues dans le plan perpendiculaire en ce point au moment résultant correspon- 
dant O'G'. Ce plan s’appelle le plan polaire, de O'. Toutes les droites de moment 
nul qui sont situées dans un plan II passent par le point O' de ce plan où le moment 
résultant est perpendiculaire à II : ce point se détermine en prenant l’intersection du 
plan TI et de la parallèle à l’axe central, lieu des points où le moment résultant est 
dirigé suivant la normale au plan. Le point O' s’appelle le pôle du plan II. Si excep- 
tionnellement le plan II est parallèle à Taxe central, toute translation parallèle à cet 
axe le superpose à lui-même, on en déduit que les droites de moment nul contenues 
dans ce plan sont parallèles. 

La notion la plus importante est ensuite celle de droites conjuguées. Soient deux 
points A et B, dont les plans polaires a et (3 se coupent suivant la droite (a, p). Toute 
droite issue de A et rencontrant (a, p) appartient au complexe; de même toute droite 
issue de B et rencontrant (a, p). Donc, le plan polaire de tout point de la droite (a, p) 
est déterminé par ce point et la droite AB. H y a réciprocité entre les droites AB et 
(a, p). On leur donne le nom de droites conjuguées. Toute droite s’appuyant sur deux 
droites conjuguées est une droite de moment nul. 

Cherchons, comme application, à trouver un système (s) équivalent à un système 
(S), et formé seulement de deux vecteurs glissants. La détermination de chaque 
vecteur glissant comporte cinq inconnues. Nous aurons en tout dix inconnues, et 
comme il y a six conditions d'équivalence, nous aurons seulement six équations. 
Donc le problème comporte une indétermination d’ordre quatre. Par exemple, pour 
achever de le déterminer, on pourra choisir arbitrairement le support d’un des 
vecteurs de s. 11 est manifeste a priori que l’autre vecteur sera porté par la droite 
conjuguée, car toute droite s'appuyant sur les deux vecteurs de s sera une droite de 
moment nul. 

Nous ne développerons pas davantage ces considérations. 

La théorie du complexe linéaire, envisagée au point de vue actuel, est d’ailleurs 
un peu trop arbitrairement délimitée. Nous aurions pu généraliser un peu, il est vrai, 
et en donner une exposition valable dans le domaine de la géométrie linéaire. Mais 
cette théorie ne prend son complet épanouissement que lorsqu’on se place au point 
de vue de la géométrie projective et dualistique, et qu’on cherche systématiquement 
les groupes de transformations homographiques et corrélatives qui laissent un com- 
plexe linéaire invariant. 
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La dérivation géométrique. 

109. Dérivée géométrique d'un vecteur. — Supposons qu’à chaque 
valeur d’un paramètre X on fasse correspondre, suivant une loi déterminée, un vecteur 
libre V. Nous dirons que ce vecteur est fonction du paramètre X, et nous l’écrirons 
occasionnellement 

V(X). 

Soit V le vecteur obtenu pour la valeur X et V -f- AV le vecteur obtenu pour la 
valeur X-f- AX. On dit que V admet une dérivée pour la valeur X si le rapport 

AV 

AX 

^ou mieux le produit de AV par le scalaire ~ j possède une limite lorsque AX tend 
vers zéro. 

Au concept vecteur libre on peut substituer, dans la définition précédente, le 
concept point, pour aboutir en fin de compte à un résultat analogue : supposons qu'à 
chaque valeur d’un paramètre X on fasse correspondre, suivant une loi déterminée, 
un point M. Nous dirons que ce point M est fonction du paramètre X. 11 décrit une 
courbe C. 

Soit M le point obtenu pour la valeur X et M' le point obtenu pour la valeur 
X-f- AX. De quelque manière qu’on choisisse un point fixe 0, on a toujours 

MM' = OM' — OM, 

d’où l’on déduit 

MM'_OM - OM 

AX AX " ’ 

égalité d’où il résulte que le vecteur OM a sa dérivée géométrique indépendante du 
choix du point 0. Le vecteur qui la représente est dirigé suivant la tangente à C. 
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D’après sa définition même, la dérivation géométrique a un sens parfaitement 
précis en géométrie linéaire, aussi bien qu'en géométrie métrique. 

Nous désignerons dans la suite la dérivée géométrique du vecteur V par rapport 
au paramètre X par la notation 

dV 

<rr 

Lorsque nous envisagerons un point M décrivant une courbe C, au lieu d’écrire 

rf(OM) 

~ïïT~’ 

nous écrirons simplement 

d M 

dl' 


pour bien marquer le rôle, purement apparent, joué par le point 0. 
En considérant la dérivée géométrique 


d\ 

dl 


ou 


dM 

Tk 


comme un vecteur libre fonction du paramètre X et en prenant la dérivée géométrique 
de ce nouveau vecteur, nous serons conduits à la dérivée géométrique seconde, etc. 

110 . Calcul des dérivées géométriques. — Considérons des quantités sca- 
laires et des vecteurs libres, qui, les uns et les autres, sont fonctions d’un para- 
mètre X. En les composant suivant les règles du calcul des vecteurs libres, nous 
obtiendrons soit des scalaires, soit des vecteurs libres, fonctions de X. Nous devrons 
donc examiner les deux problèmes suivants : 

1° Trouver la dérivée géométrique d’un vecteur, résultant d’opérations effectuées 
sur des vecteurs ou des scalaires, fonctions connues de X. 

2° Trouver la dérivée géométrique d’un scalaire, résultant d’opérations effectuées 
sur des vecteurs ou des scalaires, fonctions connues de X. 

Nous allons indiquer les théorèmes qui permettent de résoudre ces questions 
dans les cas les plus usuels. 

Théorème I. — La dérivée géométrique de 


W — p,V, -4- ... H- p„V n , 

ou les p sont des scalaires fonctions de X et les V des vecteurs fonctions de X, est 


dW_ d\ l 


dV„ 


^ = p , S+ ... +p ^ + ^V, + ... + 


^9 «y 
dl V "' 


En effet, l’accroissement géométrique d’une somme 

ü 1 (X)-h...-+-U„(À) 

correspondant à l’accroissement AXdu paramètre est la somme des accroissements 
géométriques AU t , . . . , A U„ des termes de la somme. Donc, la dérivée géométrique 
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d'une somme est égale à la somme des dérivées géométriques ; d'autre part, soit 

Ü = ?V, 

p et V désignant des fonctions de X. On trouve aisément 

AU = pAVH-A? V-t- Ap AV; 

en divisant par AX et passant à la limite, on trouve que le dernier terme du second 
membre tend vers zéro. On a donc 

dU_ dV rfp_ 
dV' 


Le théorème est donc démontré. Bien entendu, la rigueur exige, dans de tels 
énoncés, des précautions analogues à celles qui interviennent dans les propositions 
de même genre de l’analyse ordinaire. Il est nécessaire de spécifier que tous les 
scalaires p et tous les vecteurs V admettent des dérivées, (dette hypothèse est essen- 
tielle : nous nous contenterons de la mentionner ici une fois pour toutes. 

Cas particulier. — Considérons un système fondamental lixe .h, ;è, 0'. l)n 
vecteur V, fonction de X, peut s’écrire sous la forme 

V = ar.it> H- y -{ -zC. 


En dérivant par rapport au paramètre X, nous obtiendrons 


dV _ dx 
dl </X‘ 




Ceci montre que si un vecteur a pour composantes x , y, z dans un système fonda- 
mental fixe, celles de sa dérivée géométrique sont ^ • 

Dans les raisonnements qui précèdent, nous avons adopté le point de vue de la 
géométrie linéaire. Revenant maintenant au point de vue métrique, nous allons 
indiquer le mécanisme de dérivation d’un produit vectoriel. 

Théorème II. — La dérivée du produit vectoriel 


est donnée par 


G=ü A V, 


dQ IT . d\ d\J «r 

3ï = UA îX-*-ïx AV - 


En effet, donnons à X un accroissement AX. Il en résulte pour U un accroisse- 
ment AU, pour V un accroissement AV. L’accroissement de G est alors donné par 

AG = (U + AU) a (V-hAV)-UV. 

Grâce à la distributivité de l’opération « produit vectoriel » par rapport à 1 addition, 
on a simplement 


AG = UAAV-+- AüaV-H AU a AV. 
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Il suffit alors de multiplier les deux membres par le scalaire ^ et de passer à la 
limite en remarquant que tend vers une limite (d'après une hypothèse sous- 


entendue dans l’énoncé) et que AV tend vers zéro. La formule et sa démonstration 
ont donc la même forme que celles qui y correspondent en analyse ordinaire. Toutefois, 
il faut prendre garde de ne pas altérer l’ordre des termes. 

Les deux théorèmes précédents se rattachent au premier ordre de questions 
signalées au début du n° 110 : calcul de la dérivée géométrique d'un vecteur libre, 
résultat d’opérations effectuées sur des scalaires ou des vecteurs libres fonctions de À. 
Nous allons étudier maintenant quelques questions relatives à cet ordre d’idées : 
dérivation d’un scalaire provenant d’opérations effectuées sur des vecteurs ou des 
scalaires fonctions de X. 


111 . Dérivation d’une fonction scalaire. — Si une fonction scalaire est 


formée à partir d’autres fonctions scalaires, sa dérivée est donnée par les règles 
ordinaires de l’analyse. Mais nous avons donné des exemples de fonctions sca- 
laires provenant d’opérations sur des vecteurs : 

1° le volume (U, V. W) du parallélépipède construit sur trois vecteurs; 

2° le produit scalaire U. V ; 

3° d’une manière générale, toute* forme p fois linéaire de p vecteurs 

u 15 u 2 u„. 

Cette dernière opération contient les deux autres comme cas particulier. Donnons 
d'abord, à cause de son importance pour les applications, la dérivée d’un produit 
scalaire. Nous donnerons ensuite le moyen de dériver une forme linéaire d’un 
nombre quelconque de vecteurs. 

Théorème. — La dérivée du produit scalaire 


est donnée par la formule 


p = U.V, 




dH 
dX ’ 


On raisonne toujours de la même manière. Un accroissement AX du paramètre 
entraîne pour U cl V des accroissements AU et AV et pour leur produit scalaire/) 
un accroissement A p. Grâce à la propriété de distributivité, on a encore 

A/7 = U.AV-t-V.AU-f- AU. AV. 

En divisant par AX et passant à la limite, on obtient le résultat annoncé. 

Soit maintenant une forme p fois linéaire de p vecteurs. Bornons-nous, pour 
simplifier l’écriture, à une forme trilinéaire de trois vecteurs 

?(U, V,W), 

qui sont fonctions du paramètre X. En donnant à X un accroissement AX, il en 
résultera pour U, V, W des accroissements AU, AV, AW, et pour <j> l’accroissement 

A? = f (AU, V, W) H- <p(U, AV, W)-hcp(ü, V, AW) 

H-?(U, AV, AW) -+-<p(AU, V, A W) H- <p(AU, AV, W)-f-<j>(AÜ, AV, AW). 
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En divisant par AX, il vient 

le second membre est un polynôme en AX dont les coefficients possèdent (par h\po- 
thèse) des limites finies. Lorsque AX tend vers zéro, nous aurons donc 


(92) 


&=»("• v ’ W ) +? ( D ' "• w H( D - ’!a) 


Dérivation d’une forme quadratique, d'une forme cubique, etc... — La 
formule (92) permet, comme cas particulier, de trouver la dérivée d'un volume 
(U, V, W) et le lecteur y rattachera bien aisément le mécanisme classique de dériva- 
tion d’un déterminant. Nous insisterons de préférence sur une autre application de 
la même formule. 

Nous avons déjà remarqué le lien de dépendance qui existe entre une forme 
quadratique Q(U) et sa forme polaire I*(U, V). Cette dernière est une forme bili- 
néaire et symétrique des deux vecteurs U et V. A l’aide de cette forme on retrouve 
la forme quadratique elle-même, en y faisant 

V = U, 

de sorte que l’on a 

P(U,U) = Q(U). 

Or, lorsque nous avons établi à l’instant la dérivée d'une forme plurilinéaire, 
nous n’avons pas supposé spécialement que U, V, W, . . . soient des fonctions distinctes 
de X. Le calcul de la dérivée de Q(U) se confond donc avec celui de la dérivée 
de P(U, ü), ce qui nous permet d'écrire 

/qqv « v \ w y an / tt d U 

(Jo) 


rfQ(U) 

~d\ 




On peut généraliser cette méthode de calcul et en déduire la dérivée d’une forme 
cubique, ou d’ordre supérieur. Bornons-nous à une forme cubique 

C(U). 

Il existe une forme trilinéaire et une seule 

B(U. V, W) 

des trois vecteurs U, V, W, symétrique par rapport à ces trois vecteurs et se rédui- 
sant à C(U) lorsqu’on y fait V =0 et W= U. On a alors 

d\J 


^cd= 3 b(o,ü.^). 


(94) 
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Ces résultats serout d’ailleurs, par la suite, susceptibles d’être rattachés à la 
théorie de la dérivation d’une fonction quelconque d’un vecteur libre, laquelle n’est 
qu’un aspect de la dérivation des fonctions composées de l'analyse ordinaire. 

112. Vecteurs et points fonctions de plusieurs variables. — 
Suivant la même marche qu’en analyse, nous considérerons des vecteurs et des points 
fonctions de plusieurs variables, et nous en définirons les dérivées partielles. Soit par 
exemple un vecteur libre V, fonction des deux paramètres), et |x. S’il admet une dérivée 
géométrique par rapport à l’un de ces paramètres X, lorsqu’on donne à l’autre, {*, 
une valeur constante, nous représenterons celte dérivée par la notation 

?V 

?a’ 


et nous l’appellerons : dérivée partielle du vecteur V par rapport au paramètre X. 
Les dérivées partielles du premier ordre, c’est-à-dire les deux vecteurs 


jv yv 

è A è p. 


sont susceptibles d’admettre des dérivées géométriques, et ainsi de suite. Nous 
retrouvons ici le principe de l'indépendance de l’ordre des dérivations, qui n’exige 
pas une démonstration nouvelle, du fait que la dérivée géométrique d’un vecteur par 
rapport à un paramètre admet pour composantes (dans tout système fondamental) les 
dérivées des composantes de ce vecteur. Nous représenterons donc les dérivées 
secondes par 

<^V yv W 

dX-' îXiqi’ «V’ 


et ainsi de suite. 

Si un point M est fonction de deux paramètres X, p., ce point décrit une sur- 
face S. Les dérivées partielles successives du vecteur OM par rapport à ces para- 
mètres sont toujours indépendantes du choix du point O : nous écrirons ces vecteurs 
sous la forme ci-dessous : 

Y\ ’ 

?-M Æ 

?X* ’ J A à J* . ’ 


‘V 

?p. ï 


etc. 


Les deux vecteurs et *!— déterminent le plan tangent en M à la surface S. 


On généralise aussi très facilement la notion de différentielle totale; nous écrirons 
par exemple, dans les deux cas précédents, 
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Soient deux vecteurs H et K dépendant de X et de u. L'expression vectorielle 

H d\ — |— K dp. 

n’est une différentielle totale que si l’on a 
(93) ^ = ' K ; 

cette égalité vectorielle équivaut à trois égalités scalaires qui expriment les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les composantes de HdX-f-Kdp. soient des 
différentielles totales. Donc la condition (95) est elle-même nécessaire et suffisante. 

113. Extension de la formule de Taylor. — L'analyse nous apprend 
à substituer à une fonction scalaire des paramètres X, u., soit un développement 
limité de Taylor, soit, dans des cas favorables, un développement en série entière pro- 
cédant suivant les puissances de X — X 0 et u — u 0 . Ce dernier mode d’expression est 
l’apanage des fonctions qui sont holomorphes autour du système de valeurs X 0 . ,«.„(')• 
Le calcul vectoriel fournil une généralisation partielle des développements limités 
et généralise entièrement la notion des fondions développables autour d’un système 
de valeurs par celle de vecteur fonction holomorphe d’un ou plusieurs paramètres 
(autour d’une valeur ou d’un système de valeurs). 

Montrons d’abord pourquoi il est impossible de généraliser entièrement la théorie 
des développements limités. Prenons pour simplifier un point M fonction de l’unique 
paramètre X. Pour une fonction scalaire /*(X), la formule de Taylor, limitée au pre- 
mier ordre de dérivation (ou formule des accroissements finis), s’écrirait 

/(X -+- h) — f(l) = hf (\ -t-0 A), 

6 étant un nombre compris entre 0 el 1. Pour le vecteur 0M = V(X), dont la 
dérivée géométrique est V' (X), on n’a pas le droit d’écrire 

V (X A) — V(X) = AV' (X -4- 0 /<) ; 

en effet, considérons un système fondamental OA, OB, OC iudépendant de X, el soit 

OM = ïOA -f- ?/0B ~t~ :QC, 

x, y, z sont des fonctions de X. Si nous calculons les trois accroissements finis 

x(X-t -h) — x(X), y(X-f-A) — y(X), - (X -4- fi) — z(l), 

nous trouverons pour leurs valeurs respectives 

Ax'(X H- 0,/t), /n/(X-HVi), hz\l-hO.Ji), 

les quantités 0,, 6 2 , ôj ayant en général des valeurs différentes. L’égalité précédente 
est impossible. D’ailleurs, on peut remarquer aussi qu’étant donnée une corde MM, 
de la courbe G décrite par le point M, il n’existe en général sur 1 arc MM, aucun 
point p. où la tangente soit parallèle à MM,. 

(1) L’épithète holomorphe signifie : développable en série entière par rapport à a — V, et 
ia — ;jl 0 . 
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Par conséquent, nous n’avons pas le droit de généraliser ici les propriétés de ce 
qu’on appelle couramment le terme complémentaire. En revanche, il nous est permis 
de condenser les trois égalités scalaires 

ï(X + A)=a:(X) + A*'(X) + ^x"(X)+...+^[ii")(>)-(-Ç], 

y O -+- *) = !/(X) -h *•/('.) 4- !/”(') 4- ... -t- jjW’M-M]. 

z(X 4- A) = z(X) 4- Az'(X) -h z°(X) 4- . . . -H £[jl"(X) 4- S], 


où T), Ç sont des infiniment petits lorsque h est lui-même infiniment petit, en une 
égalité vectorielle, que nous écrirons sous l’une des formes 

V(X 4- A) = V(X) 4- A V'(X) 4- *j¥"(X) H-. [V«(X) 4- »], 


ou 


r/M 


M,(X-+-/i) = M (X)4-/»^ 


VI 

21 </X* 


4- 


/j n frf n M 


(JL) 


suivant qu’il s’agit d’un vecteur libre ou d’un point, w désignant dans l’une et 
l’autre de ces formules un vecteur qui tend vers zéro en même temps que h. 

En supposant que l’on ait un vecteur libre V ou un point M, qui dépendent de 
deux paramètres X et jx, on pourra écrire de même 


V(X -h h, p. 4- k) - V(X, p) 4- A— 4- Vj- ^ 4- U, 

M,(X4-A, |x4-/â) = M(X, jx) 4 - h — 4- “ 4- . . . 4-— 4- A-‘~J 4~ü, 


les élévations aux puissances symboliques ayant le même sens (|u’en analyse ordinaire, 
et Li désignant un vecteur soumis à la restriction suivante : lorsqu’on établit une 

dépendance entre k et h telle que le rapport | tende vers une limite finie et non 

nulle, le rapport ^ tend vers zéro avec h. 

La notion de vecteur fonction holomorphe d’un ou plusieurs paramètres peut se 
définir de la manière suivante : le vecteur V(X, jx) par exemple sera holomorphe au 
voisinage du système de valeurs X 0 , |x 0 si ses composantes dans un système fonda- 
mental particulier sont holomorphes autour de X 0 , jx 0 : il est clair que cette propriété 
ne peut avoir lieu dans un système fondamental sans avoir lieu en même temps dans 
tous les autres. Les composantes du vecteur dans un système déterminé sont alors 
développables en des séries procédant suivant les puissances de X — X 0 et p. — (x 0 . 
On peut condenser ces développements en un développement vectoriel unique et 
écrire 


V (X, p.) = V (X 0 , (X 0 )4- (X • 




-a 0 )— 4- - | ( X — — H. 0 )PD«-*-PV 

Vo «! fi! DX« 0 D,xg 
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Dans un ordre d idées analogue, si les coordonnées de M dans un système fonda- 
mental sont fonctions holomorphes de X, p. autour de X 0 , p. 0 , nous pourrons écrire 


M 0 M = (X-X 0 ) t - 

v 




'^-<1 


“f" 


(* — x 0 )« (h- — ?‘ +|i M 0 


ae'ft ! 




Dans ces conditions, on dit encore que la multiplicité lieu du point M (qui est ici 
une surface) est analytique au voisinage du point M 0 . Le bénéfice de ces notations 
nous apparaîtra sans tarder. 

Nous allons appliquer les considérations qui précèdent à l'étude des propriétés 
des courbes gauches, puis des surfaces, en nous limitant à l’espace à trois dimensions 
et adoptant exclusivement le point de vue métrique. 


II 

Les propriétés métriques des courbes gauches. 


114. Position du problème. — Étant donnée une courbe C, il existe une 
infinité de manières d'en définir un point en fonction d'un paramètre. Supposons 
que le point M soit fonction du paramètre X; si nous posons 

X = ? (XJ, 


nous pourrons considérer le point M comme fonction du paramètre X,. Cela ne 
modifiera pas la courbe C décrite par le point M : il n'y aura changement que dans 
la manière d’individualiser les points de C à l’aide des valeurs du paramètre, ou, 
pour parler plus brièvement, dans la manière de paramétrer. 

Dès qu’on aborde l’étude d’une courbe au point de vue métrique, il se présente 
un mode de paramétrage privilégié, celui qui consiste à situer un point de la courbe 
par la valeur algébrique de son abscisse curviligne : cela suppose qu’on ait fait choix 
sur la courbe C d’un sens positif et d'une origine des arcs. Soit A cette origine. 
Posons 

AM 0 = s 0 et AM — s. 


Nous aurons 

(96) H,H = (s -s.) (^ 


(s-*.)’ 

" 21 



(;'-*<>) 
n ! 



si nous supposons que la courbe est analytique autour du point M # et qu’en outre ce 
point est un point régulier de la courbe (•). 


(I) Au numéro précédent, nous avons appelé courbe analytique une courbe définie par 
un développement taylorien convergent 


M 0 M = (X — 


(>.->o)* 

2l 


U>.Vo n! W'W. 
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De même qu'une fonclion analytique est localement déterminée par la suite de 
ses dérivées en un point, de même une courbe analytique est connue au voisinage 
d'un point régulier si l'on donne la suite des dérivées géométriques 

(™\ , (i^\ , (<ÊË\ 

\d»),' \de),' (<&/, 

Nous allons montrer que cette suite est entièrement déterminée en un point, dès 
qu'on connaît sur un arc de C contenant ce point deux fonctions remarquables de 
l’abscisse curviligne de ce point, la courbure et la torsion. Ces fonctions vont être 
définies à l'instant. 

Sous la réserve qu’il faut établir la convergence du développement (96), lorsque 
la courbure et la torsion sont données, en fonction de s, nous arriverons à cette 
conclusion : 

Une courbe G est connue, d un déplacement près, si l'on donne la courbure 
et la torsion en fonclion de l'abscisse curviligne. 

115. Indicatrice des tangentes. Courbure. — Considérons d'abord 
la dérivée géométrique 

1 “ ds 

en un point M quelconque de la courbe G, d’abscisse curviligne s. Le vecteur T est 
porté par la tangente en M; en outre si ds est positif, le point M subit un déplace- 


Lorsque 


( d J*\ 

\d*)o 


s’annule, si 


/d*M\ 

U*Vo 


n’est pas nul, la courbe présente au point M„ un 


point de rebroussement, parce que le vecteur M 0 M est un infiniment petit équivalent au 


vecteur 


11=1*2 ü (dm\ 


21 



\d\*) var ‘° avcc en re3 t ftnt colinéaire à l’une de ses positions et en 

conservant toujours le mémo sens. 

Nous excluons de nos considérations les points de rebrousse- 
ment par le seul fait d’éuoncer que M„M admet un développement de 
la forme (90). Un tel développement n’existe pas au voisinage d’un 
point de rebroussement. En efîet, soit un arc comportant un point 
de rebroussement Al,„ et obtenu en faisant croître X de X, à ) 2 . Nous 
supposons essentiellement que M se déplace alors, en marchant 
toujours dans le même sens, do M t en M 0 , puis de M 0 eu M* (M 0 cor 
respondant à la valeur X 0 ). Prenons pour sens des s croissants celui 


des X croissants. Par hypothèse, nous avons 


M 0 M 


- (X-*o)» {d* M\ 


2-r- {T») 0 




L’arc s so calcule en fonction de X par la formule 



(en employant le symbole ordinaire de la valeur absolue pour désigner la longueur d’un 
vecteur). Donc 


ds 

dX 


IX — X, 


d»M 

dX- 


?(* — *o)> 


9 désignant une série entière; donc s — s 0 n’est pas une fonction holomorphe de X-X 0 . et par 
suite M.M ae sera pas fonction holomorphe de s — s 0 . 
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ment AM dans le sens des arcs croissants, déplacement dont l'amplitude est un 
infiniment petit équivalent à ds. 11 en résulte que le vecteur T a pour longueur 1 et 
qu’il est porté par la demi-tangente dans le sens des arcs croissants. 

Considérons maintenant la dérivée géométrique 

ds* ' 

Elle est égale à la dérivée géométrique du vecteur T. Pour déterminer cette der- 
nière, prenons un point fixe O, et pour chaque position de M sur C déterminons le 
point m tel que l’on ait 

Om = T. 


Le point m décrit une courbe qu’on appelle l'indicatrice des tangentes de la courbe 
C. Soit (y) cette indicatrice. 

Le cône engendré par Om, c’est-à-dire le cône (T) des tangentes à la courbe C a 
pour plan tangent le long de Om un plan parallèle au plan oscillateur à la courbe C 
en M. Comme Om est normal à la sphère, la tangente en m à (y) est parallèle à la 
normale principale en M à C 

(c’est-à-dire à la normale con- pi 

tenue dans le plan osculateur). ^ 

Soit mO cette tangente, orientée A 

de manière que m se déplace f ^ 

dans le sens m 0 lorsque M se (; \ x 

déplace dans le sens MT. Soit ^ 

MN la portion de la normale f y/ 

principale qui est de même sens * V y/ 
que w/0. Je dis que cette demi- 
droite MN est indépendante du 
sens de parcours de C. En effet, 

en modifiant ce sens, on remplace m par son symétrique par rapporté O, et (y) par 
la courbe ( Yl ) symétrique par rapporta O. Mais sur (y) et (y.). nous ,! ‘‘ vnns considérer 
non pas des sens de parcours associés dans cette symétrie, mais, au contraire, un 
sens sur (v) et le sens inverse du sens associé par symétrie sur ( Tt ), à cause du 
changement de sens sur C. Ceci nous conduit à deux demi-tangentes m 0 et m,0, para 

lèles et de même sens. . , . „ . . r .. 

Il y a donc, sur la normale principale, un sens MN doue d une signification 

intrinsèque. Ce sens, c’est d’ailleurs celui delà concavité en M. C est ce que on 
peut voir simplement en prenant pour point O, centre de la sp lire qui por c in 
catrice, le point M lui-même : MT est alors une demi-génératrice du cône des tan- 
gentes de sommet M. Par rapport à un plan passant par MT et istinct « u p an oscu 
lateur, les demi-g*nératrices de ce cône immédiatement antérieures à MT sont d un 
côté différent de l’arc de C qui avoisine immédiatement le point M; les génératrices 
immédiatement postérieures sont du même côté que cet arc. Donc une denu-généra- 
trice qui décrit ce cône, dans un sens associé au sens de parcours de C, passe de la 
région de la convexité dans celle de la concavité. La propriété tnonc e en resu 

Bûuligamd. — Géométrie vectorielle. 
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Convenons alors de désigner par N le vecteur libre, de longueur égale à l’unité, 
qui a pour direction et pour sens la direction et le sens de îMN. Nous pouvons écrire, 
d’après ce qui précède, 


(97) 



p désignant un scalaire positif. Pour déterminer p, il suffit de le considérer comme 
résultat d’un passage à la limite. Quand s s’accroît de As, le point M vient en M, et 
le point m eu m i . Nous aurons donc 

AT Om, — Om mm, 

As As As’ 


dT A T 

p est la longueur de ^ , et par suite la limite de celle de c’est-à-dire de 

corde mm, 
arc MM, 

La corde mm, est un infiniment petit équivalent à l’arc de grand cercle qui joint m et 
m,sur la sphère, ou encore à l’angle de contingence rnOwi,. En divisant cet angle pat- 
rare MM,, on obtient un rapport dont la limite est, par définition, la courbure en M. 
Par conséquent, le scalaire p désigne précisément la courbure en M. Son inverse 

1 

jjr s’appelle le rayon de courbure. 

Nous connaissons ainsi la signification de , et il s’agit maintenant d’étudier 

les éléments nouveaux qui se présentent dans l’expression des dérivées d’ordre supé- 
d'i M d K M d 3 M 

rieur ^ , etc.... Pour calculer , nous devons, d’après la relation (97), 

qui donne , chercher ^ . Nous ne résoudrons pas ce problème directement : il 

sera plus commode de faire intervenir le vecteur B, de longueur unité, orthogonal à 
la fois à T et N, et tel que le trièdre MT, MN, MB, dont les arêtes successives sont 
parallèles à T, N, B et de même sens, soit direct. La droite MB, perpendiculaire au 
plan oscillateur en M, s’appelle la binomiale eu ce point à la courbe C. 

Si nous connaissons nous en déduirons aisément ^ , en nous appuyant sur 

l’égalité 

N — B A T. 


cfB 

Nous allons donc nous proposer de déterminer • 

116 . Indicatrice des binormales. Torsion. 
d B 


Pour déterminer la 


dérivée géométrique , nous menons par le point O un vecteur O p équipollent 

(JL b 

à B. Le point p décrit, sur la sphère de centre O et de rayon 1, une courbe (y,), 
appelée indicatrice des binormales , de G. Le cône (P,), engendré par Op, est le 



LES PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES COURBES GAUCHES 115 

cône supplémentaire du cône (T) des tangentes à G, car il est le lieu des normales au 
cône (T) menées par son sommet O. Donc, en vertu des propriétés de réciprocité de 
(F) et de (F,), le plan langent à (F,) le long de OfJ est perpendiculaire à Owi. Donc 
la tangente en (î à la courbe (y,) est située dans le plan perpendiculaire en fi à Ofi, 
et dans le plan perpendiculaire en O à Om : elle est donc parallèle ù MN. 

Lorsque M se déplace sur G dans le sens positif, ou bien le déplacement corres- 
pondant de ^ sur 'y,) est de même sens que 
MN, ou bien il est de sens coutraire. Les 
deux éventualités sont possibles, comme ou 
le voit en examinant le cas où C est une 
hélice circulaire. Les cônes (F) et (F,) sont 
alors des cônes de révolution, les courbes 
(y) et (ïi) sont ^ cs circonférences, tandis 
que la binomiale MB est dans le plan 
tangent. Supposons, pour simplifier le 
langage, l’axe de l'hélice vertical. 11 y aura 
deux cas possibles, suivant que le mobile 
décrivant la courbe, et entraîné par une 
génératrice du cylindre qui tourne unifor- 
mément autour de l’axe dans le sens des aiguilles d'une montre, monte, ou descend 
le long de cette génératrice. Dans les deux cas, le trié dre MTNB étant direct, on 
obtient les résultats suivants : 

1 er Cas. (y) et (y,) étant regardés par en haut, a décrit (y) dans le sens des 
aiguilles d'une montre et fi décrit (y,) en sens contraire, car la génératrice MG tra- 
verse l’angle TMB. 

2 e Cas. (y) et (y t ) étant toujours regardés par en haut, a et fi tournent tous 
deux dans le sens des aiguilles d'une montre, car la génératrice MG ne traverse pas 
l'angle TMB. 

Revenons au cas général d'une courbe C absolument quelconque. Nous aurons 
une égalité vectorielle de la forme 

d B 

ds 




( 98 ) 


tN, 


t étant une quantité scalaire positive ou négative, qu'on nomme torsion de la courbe 
G au point M. Quelle en est l'interprétation géométrique? 

Pour le signe, ce sera le signe -+- ou le signe — , suivant que le sens de parcours 
de (y,), qui correspond naturellement au sens de parcours de G, concorde ou non 
avec le sens positif de la normale principale à C au point correspondant (>). 

Pour la valeur absolue, en opérant comme plus haut, nous serons amenés à 
regarder jr| comme la limite du rapport de l'angle des deux biuormales en M et M, à 
l’arc MM t . 

(1) On peut dire encore que le signe de t indique le sens dans lequel le plan osculateur 
tend à tourner autour de la tangente, lorsque celle-ci progresse dans le sens de parcours 
positif de C. 
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117. Dérivée géométrique du vecteur N. — Revenons alors au calcul de la 
dérivée géométrique du vecteur N. En vertu des hypothèses faites sur les vecteurs 
T, N, B, nous avons 


tan=b, nab=t, bat=n. 

rfN 

Nous aurons en dérivant la dernière de ces égalités géométriques. Nous 
obtiendrons ainsi 


<m dB 


^ = ^AT + BA 


d T 


ou, en utilisant les relations (97) et (98), 

f = .»AT + (BA» = -(tB + f T), 

d’où la formule définitive 

(99) ? = -pT-tB. 


118. Dérivées successives de M par rapporté l’arc s. — Les quatre for- 
mules fondamentales 

d M_ t 

ds~ 1 ' 

dT N 

s-=P N > 

rfB „ 

rfN 


ds 


pT — tB, 


qu’on nomme encore formules de Frenet, nous mettent en mesure de décomposer 
les dérivées géométriques successives 


dU rf 2 M d 3 U d'U , 

W’ ds*' ds 3 ' W' e — 

suivant les vecteurs fondamentaux T, N, B. Nous aurons 


dU __ 
dJ~ 


T, 



dm__ dç> 
ds 3 ds 


N — p*T — pxB, 


d'U_ 
ds ' ~ 



dp T 

ds 1 



d T 

? Ts 


B; 


d’une manière générale, si l’on a obtenu 
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m, v , w étant des fonctions de p, t et de leurs dérivées par rapport à s, on en 
déduira, à 1 aide du processus ordinaire de dérivation et des formules de Frenet, une 
expression analogue pour 

d k+ ' M 
<Js A+1 ' 

Donc, si p et r sont des fonctions analytiques connues de s, pour la valeur s 0 de ce 
paramètre, nous pourrons trouver pour M 0 M un développement formel du type (96) 
dont les coefficients se déduisent de ceux des développements de p et t par des opé- 
rations algébriques et entières. Ce développement, dont nous ne discuterons pas ici 
la convergence, fournit la décomposition de M 0 M suivant les vecteurs fondamentaux 
T 0 , N„ B 0 . Si nous admettons la convergence de (96), nous obtenons donc ce 
résultat, déjà annoncé : 

La courbure et la torsion de la courbe C la déterminent à une transfor- 
mation métrique près : cette transformation métrique est d'ailleurs forcément 
un déplacement d'après nos conventions très précises sur le signe de la torsion. 

119 . Enveloppe du plan normal. Centre de courbure. — Le plan normal 
en M à la courbe C est le lieu des points P tels qu'on ait 

T.MP = 0. 


La caractéristique de ce plan s'obtiendra en adjoignant l'équation dérivée par rap- 
port à s. Seuls, le vecteur T et le point M dépendent du paramètre s. Celte équation 
est donc 


rfT 

ds 


.MP— T. 


r/M 

Us 


= 0 , 


ce qui s'écrit encore 
d’où 


P N.MP=H, 

N.MP=H. 


Par suite, la caractéristique cherchée est l'intersection du plan normal avec le plan 
perpendiculaire à la normale principale mené par le point o, de cette droite tel que 

Ma, = R 


(ce pointa, se trouvant sur la portion MN). Ce point a, joue donc un rôle actif dans 
la recherche de la génératrice de contact du plan normal avec son enveloppe. Cette 
génératrice est la perpendiculaire menée par a, au plan oscillateur : on l'appelle 
droite polaire ou axe de courbure. 

Le point a, a reçu le nom de centre de courbure de la courbe au point M. 

120. Développées d’une courbe gauche. — Les normales à une courbe 
gauche en un même point forment une famille à un paramètre, contenue dans le 
plan normal. Donc toutes les normales constituent une famille à deux paramètres. 
Cherchons à grouper ces normales en familles à un paramètre, de manière que 
chaque famille admette une enveloppe E. 

La question se résout aisément à l’aide des considérations précédentes. Repre- 
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Dons un point M quelconque de la courbe C et reprenons le trièdre MT, MN, MB. 
Soit Mv une normale quelconque au point M; elle est située dans le plan MNB. Donc 
le vecteur unité v de cette normale (') peut s’écrire 

(100) v = Ncosô + Bsinô, 
en posant 

(N,v) = 0, 

le sens positif des rotations étant défini par la demi-droite MT. Écrivons que la 
droite Mv admet une enveloppe E, qu’elle touche en un point m, tel que 

(101) Mm = /v. 

Il suffit d’exprimer pour cela que est proportionnel à v, ou encore que l’on a 


dm 

ds 


:/<v; 


or nous tirons de (101) 

dm m dl ,rfv 

ou, en vertu de la formule (100) et des formules de Frenet, 
dm 

ds 4-1 lis ' 

= T(1 — p/cosO) -t- v|^4- sinO — B cosO) ; 

pour que le second membre soit delà forme Av, il faut et il suffit que l’on ait 
(102) 1 — pfcosO = 0, 


: T -t- j^(N cosO -h B sinO) -t- / J^-( N CosO 4- B sinO) 


(103) 


d 0 

ds 


= 0 . 


(On remarquera en effet que les trois vecteursT, v, N sinO — B cosO forment un 

système fondamental orthogonal et normal, donc ici les composantes de ~ suivant 

les deux vecteurs extrêmes doivent être nulles.) La relation (102) nous montre que 
Ton doit avoir 

l. 


R 

cosO’ 


c’est-à-dire que le point de contact m doit être situé sur la droite polaire relative 
au point M. Quant à la relation (103) 


dù _ 
ds T ’ 


(i) Le lecteur qui craindrait d’oublier que la lettre v uesjgne un vecteur pourra au 
préalable la surmonter partout d’une petite flèche. 
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elle définit la loi de variation qu’il convient d'imposer à l'angle 0 pour que les nor- 
males admettent une enveloppe. Il est manifeste que le problème se résout par une 
quadrature. On en tire la conclusion suivante : considérons une première famille de 
normales admettant une enveloppe. Pour en déduire une autre famille possédant la 
même propriété, il suffit de faire subir à chaque droite de la première famille, dans 
le plan normal correspondant, autour de son point d'incidence, une rotation d'un 
angle constant. 

Considérons en particulier une courbe plane : ses normales situées dans son 
plan ont une enveloppe, qui constitue la développée principale. Pour obtenir les 
autres développées, nous devrons considérer les normales qui font avec le plan de la 
courbe un angle constant : toutes ces droites sont tangentes au cylindre ayant pour 
base la développée principale et pour direction de génératrices la perpendiculaire au 
plan de la courbe donnée. Puisqu’elles ont une enveloppe, cette enveloppe est une. 
ligne de ce cylindre. Puisque les tangentes à cette ligne font un angle constant avec, 
les génératrices du cylindre, la ligne en question est une hélice. D’où ce résultat : 

Toutes les développées d'une courbe plane sont des hélices tracées sur le 
cylindre ayant pour section droite la développée principale. 

121. Développantes d’une courbe gauche. — Soit une courbe (E), sur 
laquelle nous prenons une origine des arcs a et un point m. Soit 

c — mn ; 

appelons t le vecteur unité de la tangente en m, dans le sens positif des arcs sur (E), 
et considérons le point M tel que 

(104) mM — — dt ; 

c’est-à-dire obtenu en portant sur la portion négative de la tangente une longueur 
mM égale à l'arc «M. On dit que le point M décrit une développante de la courbe (E). 
Cherchons la tangente à la courbe lieu du point M. Nous aurons, eu différenliant la 
relation, 

rfM — dm = — dil — cdt. 

Or nous avons 

dm 

~<Tr ~ l * 

Donc la relation précédente se réduit et peut s'écrire, grâce à 1 une des formules de 
Frenet, 

r/M — — crdt = — azüdct, 

ce qui montre que la tangente en M à la développante (C) est parallèle au vecteur n, 
c’est-à-dire à la normale principale en m à la courbe (E). Il s ensuit que Mm est une 
normale à la courbe (C). Toutes les normales telles que Mm forment une famille 
admettant la courbe (E) comme enveloppe. Donc, la courbe (E) est une développée 
de la courbe (C). 
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III 


Les propriétés métriques des surfaces. 


122. Position du problème. — Pour définir une surface, on en donne un 
point quelconque en fonction de deux paramètres X et p. Il y a une infinité de 
manières de paramétrer une surface déterminée : on passe d’un premier mode de 
représentation à un second en posant 


(105) 


( X — cp (Xj, p,), 
( f* = 'l( X n !*t)- 


Le problème que nous abordons se distingue essentiellement de celui que nous 
venons de résoudre pour les courbes : en effet, ici, même au point de vue métrique, 
aucun mode de représentation privilégié ne retient l’attention d’une façon spéciale (*). 

Nous devons donc adopter le point de vue suivant : chercher les grandeurs 
scalaires ou vectorielles qui ont un sens indépendant de la manière dont les para- 
mètres ont été choisis. 

Ces grandeurs auront une signification absolue : elles constitueront de ce fait 
des éléments géométriques de la surface. 

Nous avons établi au n° 113 que moyennant des conditions d’analycilé que nous 
supposerons remplies, on peut écrire 


(106) MM' = AX 


dM 

dX 


A{JL 


dM 

Dp. 




a% 2 d 1 2 M , OA ^ A d 2 M , A 2 d 2 M 

AX V +2iX4 ^ +i|i V 


1 


en désignant par M le point provenant du système de valeurs X, p des paramètres, et 
M' celui qui provient des valeurs X AX, p -h Ap. Gomme en analyse ordinaire, on 
peut considérer la différentielle 

(107) dM = dX 3 -^4-dp — . 

' ' DX r Dp 


Les vecteurs liés à M et dont la grandeur vectorielle est dM décrivent le plan 
tangent en M. Ce plan est celui des vecteurs ^ et ^ • 

Dans la formule (106), la partie principale de MM' est précisément dM (lorsque 
AX et Ap sont infiniment petits). De même qu’en analyse, l’étude d’une fonction au 
voisinage immédiat d’un point se ramène à celle d'une fonction linéaire qui en est 
proche parente en ce point, sa différentielle totale, de même nous pouvons dire que 
la géométrie de la surface, dans le voisinage immédiat d’un point M, se confond avec 
celle de son plan tangent. 


(1) Nous citerons plus loin un exemple qui semblerait aller à rencontre de cette affir- 

mation, mais en y regardant de près, nous verrons que le mode de représentation corres- 

pondant fait jouer un rôle spécial à un point arbitraire de la surface. 
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Tant qu’on n’introduit pas d'éléments métriques dans la question, cette manière 
de géométrie locale se développera par les processus linéaires, en rapportant le plan 

tangent en M aux deux vecteurs fondamentaux ~ et — . Soit MV un vecteur quel- 

Dà Dfx 

conque lié à M et situé dans le plan langent. Nous l’exprimerons sous la forme 


(108) 


MV = h — -+- k — 

DÀ DU, 


Cherchons l'effet d’un changement de coordonnées défini par les formules (105). 
(Supposons, pour simplifier, leurs seconds membres analytiques.) Nous aurons 


(109) 


dA ~ 


.v, 

?IX 


dp = T- dX, -h ~ rf p 

Yt r 

?M 


Æ 


et d'autre part 

(110) dM = ^ dl-p — dp . 

La transformation linéaire subie par les vecteurs fondamentaux en M sera donc 


«"'M ,, «''M , 

■+ >t , d Pr 


Y * Y. 


(111) 


DÀ| 

3M. 

Yi" 


?X ?M ? M 

P 


iU t Oa 

èX ,\M 
.''À 


^X, ?p ' 

Yi Y 


Reportons-nous à ce que nous avons vu aux n°* 78, 79. Nous voyons que les modes 
de variance de 

d\ et dp 


d'une part, de 


— r* et 


d’autre part, se contrarient, de manière à laisser inaltérée l’expression 


Il y a également invariance de 




dl 


Y 


dp. 


h 


/ v ' 

DA DjX 


Donc h et k, qui sont les coordonnées contrevariantes du vecteur MV (d’après la 
définition des n os 78 et 79) ont le môme mode de variance que d\ et d\u. Les for- 
mules de transformation de h et k , lors du changement de variable (105), sont doue 



( 112 ) 
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Dans tout ce que nous venons d’exposer, aucun élément métrique n’est inter- 
venu. Pour achever l'étude des propriétés locales de la surface au point de vue 
linéaire, il resterait à indiquer la signification des groupes homogènes du second 
degré et des degrés supérieurs dans le développement (106). Bornons-nous à remar- 
quer ce fait que les termes du second degré définissent par leur signe, confronté 
avec celui des termes du premier degré, la disposition de la surface par rapport à 
son plan tangent. On sait qu’il y a deux cas principaux suivant que la surface est 
convexe en M, ou à courbures opposées en ce point. Nous distinguerons aisément 
ces deux cas, en remarquant que dans l’un, la nappe de cône (*) définie par 
l’équation 


(113) 


Mm 


1 

: 2 


AX 1 2 


JX* 


2AXAp.-^- 



coupera le plan tangent en M, alors que dans l’autre elle sera tout entière d’un même 
côté de ce plan. Si cette nappe de cône est tangente au plan tangent en M, on dit que 
M est un point parabolique : la considération des termes du second ordre ne suffit 
plus pour décider de la position de la surface par rapport à son plan tangent, dans le 
voisinage du point M. 

Nous allons maintenant introduire le point de vue métrique : cela nous amènera 
à définir, pour toute surface, des formes différentielles invariantes vis-à-vis d’un 
déplacement imprimé à la surface aussi bien que d’un changement du mode de 
représentation paramétrique. Ces formes étant données, on peut chercher inversement 
s’il existe des surfaces qui les admettent. Ce problème sera le but final de nos 
recherches, qui tendront ainsi à la détermination du système le plus simple d’éléments 
différentiels dont la donnée détermine une surface à un déplacement près. 

123. La forme métrique fondamentale. — Partons du développement 
(106) 


MM' 


AX 


Æ 

yk 


A ^ 


Æ 



, a w a. ?*M 
+ 2AXAia ŸY 



H- • • 




et calculons le carré du vecteur MM'. A cause de la distributivité du produit scalaire 
et des caractères de convergence de la série entière du second membre, le carré de 
cette série se forme de la même façon qu’en analyse ordinaire. Nous aurons donc 


(114) 


MM' 2 



AX 2 -f- 2 


,>M 

3X 


>M 

Y 


AX Ap. H- 


/>M\* 

( Va ) Y* ? (ax, Ap.) •+• . . 
r J 


cp 3 représentant un groupe de termes homogène et du troisième degré en AX et Ap., 
auquel succéderait un groupe analogue de degré quatre, et ainsi de suite : 

Si aux quantités finies AX et Ap., on substitue des infiniment petits dX et dp., la 


(1) L’équation (113) ne définit qu’une nappe de cône, car si on y change AX et Ap en 
t AX et t Ap, Mm devient t*Mm. Le mode de paramétrage AX, Ap de cette nappe est impropre. 

Car si pour AX, Ap, on obtient un point m, on obtient encore le même point pour les valeurs 
— AX, — Ap. 
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partie principale de MM 2 , qui est aussi celle du carré de 1 arc MM\ sera constituée 
par le groupe de termes 



JX a - h 2 


?X 


\-d\du. 

•> 



En appelant ds la différentielle de la longueur de l are infiniment petit MM , 
pouvons donc écrire 


nous 


(115) 

ds 2 — 

: EJX a -f- 2F J X d a -f- GJa s , 

en posant 

(116) 


t- ?M ?M ,, / 3 M \ 1 

* a • 3;x’ l ’ ~ U* ) 


Dans la formule (115), à cause de 1 équivalence du carré d'un arc infiniment 
petit et de sa corde, on peut encore écrire dans le premier membre d M*. 

Le second membre est appelé Félément linéaire de la surface, ("est encore 
la forme quadratique fondamentale (définie et positive), qui détermine, au point de 
vue local, la métrique de la surface. Considérons toujours un point M de celle-ci, et. 
en ce point, deux déplacements infiniment petits JM etoM. Le produit scalaire JM. ô.M 
est la forme polaire de la forme quadratique fondamentale. Nous pourrons donc 
écrire 


(117) JM . oM = EJXoX -f- F(Jp.oX JXop.) (iJ|x5(x. 

Appelons 0 l’angle des deux vecteurs JM et oM, qui est encore l’angle de deux 
courbes sc croisant en M sur la surface, et qui admettent les éléments linéaires JM et 
oM. Nous déduisons de la formule précédente 

(118) dsos cosO = EJX3X -t- F (J jxoX -f- JXou.) t GJp.o|x, 

relation qui permet de calculer l’angle 0, et, entre autres, de trouver la condition 
d’orthogonalité de deux directions, qui s'obtient en annulant le second membre. 

En résumé, la forme quadratique 

EJ X 2 -f- 2 FJ X J u. -f- G J p. 2 

permet l’évaluation des divers éléments métriques, sur la surface, au voisinage 
immédiat d’un point. Dans une petite portion de la surface, les relations entre ces 
éléments, par exemple les relations entre les côtés et les angles d'un petit triangle 
sont sensiblement celles de la géométrie euclidienne ordinaire, et cela, à un degro 
d’approximation d’autant, plus élevé qu’on opère dans une région de dimensions plus 
petites. 

• Nous rencontrons ici, pour la première fois, un exemple d'une géométrie locale 
ment euclidienne : il nous est fourni par la géométrie d une surface (*), dans 1 espace 
ordinaire. Ce point de vue sera d’ailleurs précisé par la suite. 


(1) Au numéro précédent, nous avions rencontré pareillement, par la considération d’ une 
surface de l’espace linéaire à trois dimensions, une géométrie à deux dimensions localement 

linéaire. 
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1 24. Coordonnées covariantes d’un vecteur tangent. — Reprenons le vecteur 
MV du plan tangent. Au lieu de le définir par ses coordonnées contrevariantes et de 
poser 


(119) 


dM . ,^M 


m=h^+k a -p. 

3 À 3(1 


on peut le définir par ses coordonnées covariantes, c’est-à-dire par les deux produits 
scalaires 


(120) 


MV. 


?M 


et 


t = MV. 


«»M 


3X ” d(JL 

Nous avons déjà justifié la dénomination de coordonnées covariantes données à 
ces expressions, en faisant voir qu’elles ont même loi de transformation que les deux 

3 M 3 M 

vecteurs fondamentaux ~ et — . On peut répéter ici tous les calculs qui ont été faits 

au numéro 79, et en particulier ceux qui permettent de trouver les coordonnées 
covariantes en fonction des coordonnées contrevariantes. Multiplions scalairement les 

deux membres de (119) par W et . En tenant compte des relations de définition 

3 A 3(1 

(116) et (120), nous aurons 

a = hli -4- ÆF, 
t — AF /cG. 


( 121 ) 


Le carré de MV peut s’écrire indifféremment 

MV 2 = EA 2 -h 2FA/c -f- GA 2 , 


ou 


( 122 ) 


MV 2 = aA + xÆ. 


En éliminant A et A entre les deux relations (121) et la relation (122), nous 
obtenons l'équation 

E F o 
F G t 
a t MV 2 


qui conduit à une nouvelle expression de MV 2 : 

G a* — 2F <tt • 


(123) 


MV 2 -= 


Ei 


EG — W 


le second membre est la forme quadratique adjointe de la forme fondamentale. 

Supposons qu’on ait à étudier un ensemble de vecteurs, associés suivant une loi 
quelconque à chaque point d’une surface, ces vecteurs n’étant plus forcément dans le 
plan tangent. Soit MW le vecteur lié au point M, et soit v le vecteur unité de la 
normale au point M (’). Le vecteur MW est la somme géométrique de deux autres, l’un 
porté par la normale en M, l’autre situé dans le plan tangent enM. SoitMV ce dernier. 
Nous pourrons écrire 

MW = irv + MY, 


(t) Môme remarque qu’à la page 113. 
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en appelant wv la grandeur géométrique de la composante normale de MW. Prenons 
pour système fondamental celui des trois vecteurs 

dM dM 
dX’ 

Les composantes contrevariantes de MW dans ce système seront immédiatement 

h, A\ u\ 

h el k étant déterminés comme précédemment, de manière que l'équation (119) soit 
vérifiée. Quant aux composantes covariantes de MW, ce seront 


n, t, n\ 

les nombres a et x ayant aussi la même signification que plus haut. Parle fait que le 
trièdre fondamental est birectangle, et que le vecteur v a pour longueur l’unité, w 
joue à la fois le rôle de troisième composante conlrevariante et de troisième compo- 
sante covariante. 

125. Surfaces admettant un clément linéaire donné. — Supposons 
toujours que l’on puisse légitimement déterminer un point de la surface par un 
développement de la forme 


(124) MM': 


Æax-Au, 

Dà Dp. 1 


1 p 

2 Id 


d 2 M 0 d-M .. . d 2 M . , , 

2 AX -f „- x ^AXA|x-)-. ,Au 4- 


Si la surface est astreinte à posséder, au voisinage de chaque point, un élément 
linéaire défini par la formule 

ds 2 — EdX 2 4- 2Fdlda 4- Gt/p.*, 


les dérivées géométriques et seront astreintes en tout point aux conditions 


(125) 




dM dM 

DÀ * Dp. 


F, 


dM 

Du 


= G. 


Par dérivation, nous déduirons de ces équations de nouvelles conditions imposées aux 
vecteurs 


d 2 M d*M d^M 

DX s ’ DXDp.’ Dp.*’ 


et, plus généralement, aux dérivées géométriques d’ordre supérieur. 

Pour écrire effectivement le développement qui définit la surface autour d’un 
point particulier M(X, p.), il faut calculer toutes ces dérivées géométriques en ce 


point. Choisissons en ce point 


les deux vecteurs fondamentaux 


DM 

dX 



de manière 


qu’ils satisfassent aux conditions (125), c’est-à-dire de manière que leurs longueurs 
soient respectivement \JË et y/G, et que leur produit scalaire soit égal à F. Le système 
du point M et de ces deux vecteurs se trouve donc ainsi déterminé à un déplacement 
ou à une symétrie près. 



126 


OPÉRATIONS VECTORIELLES INFINITÉSIMALES 


Cherchons maintenant à déterminer, au même point M, les trois vecteurs 

m ? a M 

t'iX 2 ’ ?X?}x ’ 


Dans ce but, dérivons les trois conditions (125) [qui doivent avoir lieu, non pas 
seulement au point M, mais quels que soient X et p.], par rapport à X et p.. Il nous 
vient 

?X ' ?X 2 — 2 jX ’ 

1 aE 

>X ' i'Xrqx ’ 

?M ?>M ?*M ?F 

.''pi ’ JX 2 + .•'X ‘ ?X?|x ?X ’ 

;>M 4 V[M ?F 

.''JX ?X.^[X OX I^JX 2 *V 

?M ? 2 M _1?G 

?(x * oX^jx 2 ?X ’ 

<\M d*_M 1 ?G 

[X ? (X 2 2 ? p. 



Ces formules nous fournissent deux sur trois des composantes covarianles des vecteurs 
cherchés, à savoir les composantes suivant les vecteurs fondamentaux et — 


tangents à la surface, mais non les composantes suivant la normale à la surface. Nous 
retiendrons ces formules sous la forme 


(127) 


?M 

j 8 M 

1?E 


1 ^ 

? a M 

i>x 

' ?X* “ 

"2jX ’ 


i ‘Y 

* ?X* 

;sx * 

II 

1?E 

~2,>’ 

(127 bis) < 

J jM 

a*M 

jX?p. 

.■'M 

?*M_ 

_?F 1?G 


' ?M 


5X 

* ‘V " 

“5|x 2 o X ’ 


i •> 



(vF lçvE 

\>X 2?jx’ 

lç>G 
2 jX’ 

1?G 

2 D fx ’ 


En résumé, les termes du second degré, dans le développement (124), ne seront 
pas entièrement déterminés. Il nous manquera leurs troisièmes composantes : 


V. 


?X S ! 


v \ïx\v 


v . 




Jusqu’à nouvel ordre, il nous est permis de les choisir d’une manière tout à fait 
arbitraire. 

Pour déterminer les dérivées géométriques d’ordre trois, 44 4- —- , , 

6 1 ’ ja . 8 t ->X 2 ou. ? X ^ a* 

‘--y, nous devrons dériver de nouveau les formules (126), ou, ce qui revient au même, 

I [X 

appliquer aux formules (125) les opérations 

?* S» D* 



127 


LES PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES DES SURFACES 

Nous obtiendrons ainsi neuf équations indépendantes, liant la première et la seconde 
coordonnée de chaque vecteur inconnu, c’est-à-dire les huit quantités 


?M 

y>M 


y\i 


y m 

yi 

yM 

y 

‘ DA 3 ’ 

.''X ' 

'y 3 .y’ 

y 

',w’ 

y 

• 5~» 

Æ 

y M 

?M 

yM 

yi 

yM 

?s\ 

yM 

èa 

i 

‘ y 3 ’ 

y 

\y. 3 y’ 

ÿ 

'y .y 4 ’ 

.''a 

i 

* O a 3 

i 


La compatibilité de ce système exigera une condition s’exerçant entre les trois arbi- 
traires 

y M yM y.M 

v ‘ y 2 ’ v y.y’ v 'y 3 ' 

Supposons formée cette condition. Le calcul do la première et de la seconde coor- 
donnée s’effectuera, pour chaque vecteur inconnu, d'une manière régulière, mais la 
troisième coordonnée demeurera arbitraire. Jusqu à nouvel ordre, les quatre nombres 

?*M yM y' M 

v ’ y 3 ’ v • y*- ÿ • v • 5x 1 v ÿ ji ! 

pourront être choisis d’une manière absolument quelconque. 

Si nous passons au calcul des dérivées du 4 e ordre, l'application des opérations 

y y y y 

yy ’ y* y ’ y 2 ’ y* 


aux formules du système (125) nous conduira à douze équations entre les dix 
inconnues que l’on obtient en prenant la première et la seconde composante de chaque 
vecteur. Nous aurons donc à exprimer deux conditions de compatibilité diminuant de 
deux degrés l’arbitraire des choix précédents, et pourrons grâce à ces conditions 
calculer régulièrement les dix inconnues en question. Mais nbus pourrons encore 
choisir arbitrairement la troisième coordonnée de chaque vecteur cherché, sous la 
réserve que la part d’arbitraire impliquée par ce nouveau choix se trouvera de 
nouveau restreinte lors du calcul suivant. Et ainsi de suite; supposons que par des 
choix qui respectent la compatibilité des systèmes successifs, nous ayons déterminé 


toutes les dérivées géométriques 
ce point du calcul, nous pouvons 


y — — - jusqu’à l'ordre n inclusivement. Rendus à 
choisir arbitrairement, semble-t-il, les nombres 


y* m yjvi_ y M 

V '7v r ’ v 'y n ‘ 


Pour obtenir les dérivées géométriques d’ordre n-t~ 1, ou mieux leurs composantes 
de rangs un et deux, nous appliquerons au système (125), équation par équation, les 
opérations 

y* y y 

’ ÿü'-'y ’ " ' ’ y"' 


Nous obtiendrons donc 3n -h 3 équations, contenant deux fois plus d'inconnues qu’il 
y a de vecteurs à déterminer. Ces vecteurs sont au nombre de n -+- 2. Donc, le 
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nombre des inconnues est 2n-+- 4. Nous aurons donc à exprimer « — 1 conditions 
de compatibilité, qui réduiront de n — 1 unités le degré d’arbitraire du choix précédent, 
lequel semblait porter a priori sur n -f- 1 vecteurs. Donc, à chaque nouveau calcul 
de dérivées géométriques s’introduit une indétermination d’ordre deux. On démontre 
en outre, et nous l’admettrons, que lors de chaque choix, on peut soumettre les 
indéterminées à des conditions d’inégalité qui assurent la convergence du dévelop- 
pement (124), lorsque AX et Ap. sont suffisamment petits. Ce développement satisfait 
d’ailleurs aux conditions (125), puisque E, F, G étant eux-mêmes développables en 
série, les conditions exprimées par les dérivations successives équivalent à celles qui 
sont requises pour l’identité des premiers membres et des seconds. 

Il existe donc une infinité de surfaces admettant un élément linéaire donné 

ds i = EûfX 2 H- 2FrfXrf[x •+■ Grfp. 2 . 

En exprimant l’élément linéaire sous cette forme, nous imposons par le fait même à 
la surface un mode de représentation paramétrique. Soient S et S' deux surfaces 
admettant l’élément linéaire précédent. Soient M et M' le point de S et le point de S' 
provenant d’un même couple de valeurs X, p.. Entre ces points existe une correspon- 
dance, douée nécessairement de la propriété suivante : si M décrit sur S un arc de 
courbe, M' décrira sur S' un arc de même longueur. Lorsqu’il existe entre deux 
surfaces une correspondance ponctuelle de cette nature, on dit que ces surfaces sont 
isométriques. On réserve la dénomination de surfaces applicables à des surfaces 
S et S' telles qu’on puisse passer de la première à la seconde par une suite continue 
de surfaces isométriques à S. 

126 . Propriétés géodésiques et propriétés métriques externes. 

— Si deux surfaces sont isométriques, non seulement il y a égalité entre les longueurs 
d’arcs correspondants, mais encore il y a conservation des angles [voir la for- 
mule (118)]. Plus généralement, toute relation entre les éléments métriques d’une de ces 
surfaces s’étend aux éléments correspondants de l’autre, pourvu que ces éléments 
soient empruntés exclusivement aux deux surfaces, et n’affectent nullement leurs 
relations avec l’espace extérieur. On réserve à ces éléments le nom d’ÉLÉMENTS 
géodésiques, et on appelle avec précision géométrie d’une surface l’étude des relations 
entre ses éléments géodésiques. Deux surfaces isométriques ont les mêmes éléments 
géodésiques. Elles ont donc la même géométrie. 

Parmi les éléments géodésiques, il faut citer une catégorie de lignes particu- 
lièrement importantes, celles qui fournissent sur la surface le plus court chemin, sinon 
entre deux quelconques de leurs points, du moins entre deux de leurs points suffi- 
samment rapprochés (*). On donne à ces lignes le nom de lignes géodésiques. 

(1) Il est facile de comprendre la raison d’étre de cette restriction. Soit un cylindre de 
révolution. Les lignes géodésiques sont tes hélices tracées sur ce cylindre. Prenons une de 
ces hélices H, soit A un point llxe sur cette courbe, B un point mobile. En utilisant le 
développement du cylindre sur un plan.il est facile de montrer que l’arc AB de H ne four- 
nit effectivement le plus court chemin du point A au point B que si cet arc est moindre 
qu’une demi-spire (on pourra développer en fendant le cylindre suivant la génératrice de 

A et remarquer que le point B a une infinité d’images). 
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Analytiquement, les éléments géodésiques se reconnaissent au pouvoir d’être 
exprimés à 1 aide des coefficients de l’élément linéaire, soumis à des opérations de 
nature différentielle, de nature intégrale, ou même de nature plus compliquée. 
Bornons-nous à faire remarquer que l’aire d’une portion de surface s'exprime par 
l’intégrale double 

j'f VËG — FrfÀrffi, 


et qu’elle constitue un élément géodésique. 

Aux propriétés géodésiques s'opposent les propriétés métriopes externes, qui 
affectent les relations de l’espace extérieur avec la surface (’). Dans cette théorie, 
notre point de départ a consisté dans l’étude d'une propriété externe, lorsque nous 
avons évalué le carré de la distance rectiligne de deux points M et M'de la surface. En 
passant du fini à ''infiniment petit, nous sommes passés de cette propriété externe à 
une propriété géodésique. Les propriétés externes les plus importantes sont celles qui 
font intervenir la normale à la surface. Dans ce groupe, on peut faire entrer celles 
qui concernent les éléments de courbure et de torsion d’une courbe tracée sur la 
surface. 

Nous verrons d’ailleurs, qu'à titre exceptionnel, certaines combinaisons de pro- 
priétés métriques externes peuvent prendre le caractère géodésique. 

Nous avons posé, au début de celte section, la question de. la recherche des con- 
ditions qui sont aptes à déterminer une surface à un déplacement ou à une symétrie 
près. Nous venons de voir que l'élément linéaire, pris isolément, ne suffit pas à une 
telle détermination. Pour compléter les données du problème, nous ferons appel aux 
propriétés métriques externes. Toutefois, le but sera ainsi dépassé et l'ensemble de 
nos conditions deviendra surabondant. Nous aurons à exprimer des conditions d'iuté- 
grabilité. 

127. Définition <Ie la forme métrique externe v.d° M. — Quand 
nous nous sommes donné uniquement l’élément linéaire, il nous a manqué, pour le 
calcul des dérivées géométriques secondes, les trois quantités 


(128) 


a*M ?*M ?*M 

v *m 2 ’ V \v 


Il est donc indiqué de considérer la forme quadratique 

,2 \l -,2 \i 

(129) v . <i*M = v . d À 2 H- 2v . d\d\L H 

' 7 (’Adji 


• vi M , a 

v . - ï a [A , 
u.* 1 1 


dont la donnée équivaut à celles des trois quantités precedentes. 

Nous l'appellerons pour abréger la forme métrique externe de la surface. 

Le but que nous poursuivons sera maintenant d établir le théorème suivant . 

(1) Dans la théorie des courbes gauches, on pourrait faire une distinction analogue, et 
étudier séparément la géométrie proprement dite de lu courbe et ses propriétés métriques 
externes. La première est entièrement épuisée par la notion d arcs égaux sur la courbe. 
La seconde comprend entre autres toutes les propriétés que nous avons exposées relati- 
vement aux éléments de courbure et de torsion. 

Bouligand. — Géométrie vectorielle. 8 
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Si l'on donne à la fois l'élément linéaire et la forme métrique externe , la 
surface est déterminée à un déplacement où à une symétrie près, pourvu qu'on 
suppose remplies trois conditions d'inlégrabilité qui seront indiquées par la 
suite. 

Nous sommes déjà certains qu’il faudra exprimer de telles conditions, puisque, 
nous venons de le voir, l’arbitraire qui semblait entier dans le choix des trois 
nombres (128) lorsqu’on s’en tenait au calcul des dérivées secondes, a vu son ordre 
s’abaisser d’une unité lorsque nous sommes passés au calcul des dérivées troisièmes. 
La condition de compatibilité qui diminue l’ordre de cette indétermination, et qui 
affecte les trois coefficients (128) de la forme externe, nous conduira à une combi- 
naison d’éléments métriques externes qui prend manifestement le caractère géodésique. 

Avant d’entamer la démonstration du théorème ci-dessus, nous ferons encore la 
remarque suivante. En vertu de l’orthogonalité de la normale et du plan tangent, 
nous avons 


(130) 



V. 


dM 

J>|A 


0, 


ou plus simplement 

v . rf M = 0. 


11 en résulte évidemment 

v . d % M -4- d v . diM = 0. 


Donc la forme métrique externe peut encore s'écrire 

— dv.d: M. 

Nous poserons pour abréger 

(131) v . d 2 U — E'dX* + 2E'dX dp h- G 'd p 5 . 

La remarque précédente nous permettra d’écrire 

( ^ d X •+• ~ d |* ) ( ]{ d X 4- ~ d p ) = — ( E'd X 2 -h 2 F' d X dp 4 - G' d p 2 ) ; 

nous en tirons les conséquences suivantes : 

DM Dv pv 

d x ' 3 x ~ h ’ 

D M Dv PM Dv 

Dp DX DX * Dp ’ 

dM ?v q, 

Dp * Dp 

Dans la seconde de ces équations, les deux termes du premier membre sont égaux, 
car on a 


dM 

Dv 

_ ^ l 

dM\ 

. d*M 

d^M 

Dp 

*DX 

1 * 

► 

vk 

1 

1 V " DÀDp 

V * D X D p ’ 

DM 

Dv 

3 / 

pM\ 

d 2 M 

d*M 

dX 

‘Dp 

> 

ïî 

il 

1 v * DXDp 

V * D X D p * 


De l’égalité v 1 = 1 , on déduit d’ailleurs v . ^ = v . ~ = 0. 
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Donc les composantes covariantes du vecteur ~ dans le système fonda- 

mental — , v sont respectivement 

- E\ - F\ 0. 

Celles du vecteur ~ dans le même système sont respectivement 

— F', —G', 0. 

L’étude de la dérivation géométrique du vecteur v est liée intimement, d’après ce 
qui précède, à celle de la forme métrique externe. Aussi la développerons-nous un 
peu plus loin d’une manière systématique. Mais auparavant, nous donnerons d’abord 
la démonstration du théorème relatif à la détermination d une surface, à une transfor- 
mation métrique près, et sous conditions d’iutégrabilité. 

128 . Les conditions d’intégrabilité. — Il faut trouver une surface lieu d’un 
point M, fonction des deux paramètres X et jx, moyennant les conditions 


(133) 

(134) 


/}M\* „ 

3 M 

3M 

(n) = E ’ 

3X 

3 p. 

,v'M 


3*M 

, 'JX S = E ’ 

V . 

>X3a 


= G ’ 

3 2 M ... 

v . : . = G . 


Nou .‘supposons toujours qu’il soit légitime de raisonner en supposant la solution et 
les données analytiques. Nous épuiserons le contenu de nos équations en exprimant 
qu’elles sont vérifiées pour un couple particulier X, p, ainsi que celles qu’on en déduit 
par des dérivations quant à ces variables, en nombre quelconque. Donnons-nous encore 

le point M (X, p), les vecteurs ~ et — du plan tangent en ce point eu respectant 

les conditions (133). Les dérivées géométriques du second ordre au même point M 
seront alors entièrement déterminées par les formules (127) et (134). [On se rappelle 
que les formules (127) ont été obtenues par dérivation (quant à X ou quant à p) des 
formules (133).] Nous aurons 


3 M 

<r \1 

[ 3 M 

3 -M 

1 3 2 M r „ 

3 X 

# d a* (T> 


• jx* = T ’ 

l w ' ,'X* E * 

3 M 

jx” 

d*M , 

jX 3 p a ’ 

<»> h- 

3 * M . 

3 X 3 a 

("'M 

3 M 

3 2 M 

1 dM 

3 * M „ 

/ M 

1 é .»» /v 

DX 

• — i = a > 
Dp* 

[ 

■ Â 2 ~~ T * 

3 p 1 

v . — - U . 

\ 


Il nous sera commode, pour la suite, d écrire explicitement l’expression de» trois 
dérivées géométriques secondes sous la forme 

I 3*M .?.M. 

•'.; M = r "' 1 + r: M + 

3X3p 3 a 3p. 

3- M , „3 M ,„3\l 

— - = h . -t- ><■ ‘ v. 

3 a* 3 a 3 p. 
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en introduisant leurs composantes contrevariantes.Pour déterminer ces dernières, 
il suffit de multiplier scalairement les deux membres de chacune de ces relations 

par — , v respectivement; en multipliant par v, nous trouverons immédiatement, 

et conformément à une remarque déjà faite (n° 124), 

/ = E\ /' = F', r = G\ 


En multipliant par -y et — -, nous obtiendrons les trois groupes de relations 


( a = hE + kF, ( a' = A'E + A'F, ( a" = h"K -h k"F, 

W j t = AF h- AG, ( t' = /i'F-M'G, ( t" = A" F + k"G ; 

donc si nous considérons que h, k , //', k\ h ", k" sont des expressions formées à 
l’aide des coefficients de l’élément linéaire et de leurs dérivées, et calculées par la 
résolution des trois systèmes ci-dessus où <r, a, <j", t,t', t" désignent, par abréviation, 
les seconds membres des formules (127), nous pourrons écrire 



, «■'M , ?M 

h ÜI + / ‘^ +Ev ’ 

r^ + *'~ + F'v, 

? X ^ fJL 

/i"^ H- — -F- G'v. 
.■> A ^ a 


Nous pouvons donc passer au calcul des dérivées troisièmes. Partons des trois 
systèmes (1), (11), (111), qui donnent les composantes covariantes, des rangs 1, 2, 3 
des dérivées secondes. En dérivant par rapport à >» et p. chaque équation de l’un de 
ces systèmes, nous obtiendrons les composantes covariantes, de rang égal à celui du 
système, des dérivées troisièmes. Toutefois les systèmes (1) et (II) forment un 
système total équivalent à celui que l’on obtient en appliquant à chacune des 

équations (133) les opérations ^ et — Eu appliquant ces mêmes opérations aux 

systèmes (I) et (II) on obtient douze équations, qui forment un système équivalent à 
celui que l’on obtiendrait en appliquant à chaque équation (133) les opérations 


JX 1 ’ 


.''X.'iu 




Ces douze équations se réduisent donc à neuf, qui contiennent seulement huit 
inconnues, à savoir les composantes covariantes de rang un et de rang deux des 
quatre dérivées géométriques troisièmes. 

Rendons-nous compte effectivement de cette réduction en écrivant tout au long 
les équations que l’on déduit des systèmes (I) et (II) en appliquant à chacune de 

leurs équations les opérations et --- . Voici les équations obtenues : 

i'a rjX 
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(!') 



yM y»M / 

ÿr-ÿx»- + V 

y 2 M s 2 
yX 2 ; 1 z 

11 

>'r ^ 


/ y.M y»M 

y a ‘7X* 4- 

y*M y*M 
ÿX 2 *yXyâ“ 

y r 
~ y X ’ 

yM 

?A ‘ 

y 3 M y*M 
y À 2 y a y X 2 

y 2 M _ 
yXyu. ~ 

__ M 
“ > ; j/ 

i 

yM 

i y a 

y* M y* M y‘M 

. -f- i • y- s - 

_ ?Z 

?a’ 

yM 

y s M y 2 M 

y 2 M 


1 

y il 

y 3 M 

/ y 2 M \» 

?z' 

‘ 

y À 2 y a 1 y); 2 ’ 

C'A C'a ~ 

= y X ’ 

/ir\ 

i> ! x 

^ A 2 ?p. ^ \ À ? fJL / 

~ yx’ 

yM 

y 5 M / y 2 M \ 2 

M' 

(Il ) s 

j yM 

y 3 M 

y 2 M y* M 


yx 

'Fkï >] \^> 


> 

J 

,\ul 

éx> 2 + 

? X r» a ?tr 


yM 

y*M y 2 M 

. — - , _i 

y 2 M 



' y il 

. 

y -’ M y 2 M _ 

_y-r" 

ÿx 


* y u. 2 

= >A ’ 

F 

i 

,\a * 

. » T 

? A ? a" 

^ A ? a ïu. 2 ~ 

~ yX ’ 

yM y 3 M y- M 

y 2 M 

_ ?<j" 



yM y ' M 

/y 3 M\ 2 


yX 

^ a 3 ?\?\ x 

’ypÿ- 

” <\a ’ 



•>‘‘V 


~ >v 


Dans le système (!'), la seconde el la troisième é 
de l’autre : leur premier membre est le même, 
en vertu des relations 

JyE , __ 1 yE 


quation ne sont pas différentes l’une 
leurs seconds membres sont égaux, 


[voir les formules (127)]. Dans le système (II') un fait analogue se produit pour la 
quatrième et la cinquième équation, en vertu des relations 

, 1 Mj 

T ~2yX’ 

Considérons maintenant les équations de rangs 4 et 5 dans le système (T), et celles 
de rangs 2 et 3 dans le système (II ), lesquelles contiennent seulement deux 
inconnues 

yM y* M , yM y 3 M 

yX .''a. ■' a- eu. y a- y a 


Ces quatre équations n’en font en réalité que trois. En effet, en retranchant membre 
à membre les équations de rangs 4 el 3 dans le système (T), nous obtiendrons la 
relation 

/ * , M , m ™ ^ >?: __ . 

' yX 2 Ja 4 \yXyu/ yX yjx 

En retranchant de même les équations de rangs 2 et 3 du système (II'), nous 
obtiendrons 

/a*M \* 

jx a 'api* \yxyuj “Jj*. ?X 

Or, en se reportant aux relations (127) on constate, encore 1 identité des seconds 
membres, car elle se ramène à la suivante : 
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En même temps que ce raisonnement nous montre comment s’effectue la réduc- 
tion du système [(!'), (Il')] à celle d’un système de neuf équations indépendantes, il 
nous montre que la condition de compatibilité de ces neuf équations à huit inconnues 
peut s’écrire indifféremment sous l’une des formes (135) ou (136). 

Écrivons maintenant le système (HT), déduit du système (III) en dérivant 
chacune de ses équations par rapport à X et p. Nous aurons 


m 




v ‘ 3X 3 + 3X ■ 3X* ~ DX ’ 

3 3 M_ 3v 3 *M__jE' 

3X 2 3p .''p 3 X 2 3p ’ 

V ?2M _ ?F ' 

v ' 3X*3p 3X * i>X3p JX ’ 

3*M .''v ?*M 3F' 

y ■ 3 X ? p* 3p * 3X 3 p “ 3 p ’ 

3*M 3v 3*M_3G' 

V ’ 3 X 3 p* 3 X " 3p 2 ~ 3X ’ 

3"M 3v 3*M 3G] 

V ’ 3p* ~"*~3p 3 p 2 3 p 


Ce système renferme quatre inconnues seulement; il y a donc deux conditions de 
compatibilité qui s’écrivent immédiatement 


(137) 


3*M 

? v M 

3F/ 

3 F' 

Ÿ 

’ 3X 2 " 

A À ? pi 

Y 

3X 

(138) 

3v 

3*M 


3 F' 

3 G' 

3p 

' 3X3p 

? A p." 


3X 


En définitive, il y a donc trois conditions de compatibilité à satisfaire en vue du 
calcul des dérivées géométriques troisièmes. Elles nous sont données par les formules 

(135) ou (136), (137), (138). 


Non seulement ces conditions devront être satisfaites localement, c’est-à-dire pour le 
couple particulier de valeurs X, p, considéré précédemment, mais, d’une manière 
générale, elles devront l’être pour tous les couples X, p qui appartiennent au domaine 
d’analycité des fonctions E, F, G, E\ F', G'. Les trois conditions précédentes sont 
donc nécessaires à l’existence de solutions du système [(133), (134)]. Ces conditions 
sont aussi suffisantes, car elles entraînent, pour le couple particulier X, p, les con- 
ditions assurant la compatibilité dans le calcul local des dérivées successives. Par 
exemple, prenons la condition (135). Elle exprime la compatibilité des équations de 
rangs 4 et 5 du système (F). Si elle est vérifiée pour toutes les valeurs des variables 
indépendantes, ces deux équations seront compatibles quels que soient X et p. Donc, 


en appelant pour abréger u> la valeur 


3M 3 3 M 
3X ’ 3X3 p 8 


soumise à ces deux équations, et en 
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toi H- cp = 0 
<0 -+- 'l — 0 
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avec 

/ ?*m y 


^ [ -r I 



vX.>; 

4 

avec 

, y- m ?*m 

,'o" 

, t — r - r 

~J — CT. * - * , 

a- ,'u.* 

— Jï- 


135 


nous pourrons affirmer ceci : X, p. représentant le couple particulier considéré, et 
AX, Ap. un système d accroissements quelconques, la compatibilité des équations 


ri + y (>-, ri + \« H "' ±JÙ +. . . . 

^ A ‘ > |JL 

w (*i P-) -+* 4'0'x ,«•) H- AX-- 0 '-’-^ -|- A a 4 - . . . 

? A 4 > U 

s’exprime par la condition 

?(^> p) u.) -+- A X ^ (s — A) H- Au-— — ••!<) 


0, 
: 0 


quels que soient AX et Au.. Donc tous les termes de ce dernier développement sont 
nuis. La condition <p = ^ pour le système particulier X,u. exprime la compatibilité 
locale pour le calcul de «. Viennent ensuite les conditions 


? ‘x(? ~ '■J') = 0 ( “ l ^ (? “ V) = 0, 


qui expriment la compatibilité locale dans le calcul de *-!- et de — . calcul auquel on 
> m 4M ,M 

ramène celui de ‘ ‘ . ~ — -, et de • ' , , les seules dérivées qui se présenteront 

à la fois dans deux équations distinctes du système (1") déduit de (T) par les opéra- 
tions et ~. On retrouverait les mêmes conditions en partant du système (11"), 
où les seules inconnues intervenant à la fois dans deux équations distinctes sont 


,>M , .v\l >‘.M 

• v, et „• 

,'p. 

L’identité des conditions ainsi déduites de (1") et (II") est une conséquence de l’identité 
des résultats obtenus en soustrayant, dans (T) les équations de rangs 4 et 5, dans 
(IL) celles de rangs 3 et 2. 

En appliquant indéfiniment ce raisonnement, nous établirons que la condition 
générale (133) assure la compatibilité locale de tous les systèmes obtenus par dériva- 
tion à partir de (U) et de (II'). Un raisonnement analogue s’applique aux conditions 
(137) et (138) et aux systèmes obtenus par dérivation à partir du système (UT). 

Sous la réserve qu’il resterait à élucider la question de convergence, nous pou- 
vons donc affirmer que nos trois conditions (133), (137), (138) sont nécessaires et 
suffisantes. 

129. Transformation des conditions d intégrabilité. — Écrivons à nouveau 
ces trois conditions, en y remplaçant les trois dérivées géométriques secondes par 
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leurs expressions explicites, et en remplaçant les coordonnées covariantes, précédem- 
ment calculées, de — et de — par leurs valeurs. Nous obtenons d’abord, à partir de 

î)À i)p. 

la formule (135), 
aM 

-+- li h- lîi V I . ( Fl —— -4- IC f- li V I — I n — - -+- K 

?(JL 


J . 1 ’ 1 ' 1 . I I .V 

/i-rr-H- A--- + tv 

c) À (X 


h*^ + kr~- t-G'v 

À 


+ + F'v v ’ 

r À 


^ a<T 

TT âp~ 


1/a^G _ a^E N 

2\aX* aXap "ap 2 /’ 


ce qui peut encore s’écrire 

(139) E (A/i" — A' 2 ) H- F (AA" -h AA" — 2A'A') -F- G (AA" — A' 2 ) 

formule qui montre que E'G' — F' 2 est susceptible de s’exprimer uniquement par 
les coefficients de l’élément linéaire et de leurs dérivées. Ge résultat capital, dû à 
Gauss, sera interprété par la suite. 

Appliquons la même méthode de calcul aux équations (137) et (138). Il vient 


av 

a P 


aM 

aX 


? (JL J ï A 

(V^ + zr^ + F', 

\ a x a p 

a p J a X 

( h»~ ~t- A"-- -F- F"v 

\ M ?(X 


a F/ 
ap 


a F' 

' aX ’ 

a g; 

’ aX ' 


C’est maintenant le moment d’utiliser les composantes covariantes des dérivées géo- 
métriques de v. 11 vient 

aE' a F' 


(140) 

(141) 


A'E'-f-A'F' — (AF'-t-AG') 


a p 

A"E' -h A" F' — (A'F' h- A' G') = — — ^ . 

v ' ap aX 


aX 


Les formules (139), (140), (141), où les A et A se calculent comme nous l’avons 
indiqué constituent l’expression définitive des conditions d’intégrabilité. 

Si ces conditions sont remplies, ayant choisi le point M qui correspond au couple 

particulier X, p ainsi que les vecteurs ~ et — correspondants, nous pourrons 

calculer, et d’une seule manière, les composantes de toutes ses dérivées géométriques, 

dans le système fondamental *-M, — v . La surface sera donc connue à une trans- 

J a A ap 

formation métrique près. Le théorème annoncé est établi. 

Il nous reste à étudier les propriétés métriques externes qui se rattachent à la 
considération de la forme — dv.dM : l’étude de cette dernière nous révélera d’abord 
qu’entre chaque vecteur infiniment petit dM du plan langent, et le vecteur dv corres- 
pondant, qui est parallèle à ce plan en vertu de 

v . dv = 0, 
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il existe une correspondance qui est non seulement linéaire mais autométrique; nous 
serons donc ainsi conduits à définir en chaque point de la surface deux directions 
principales, invariantes par cette transformation. Puis, nous compléterons ces résultats 
en calculant la dérivée géométrique du vecteur v, par rapport à l'arc d'une courbe 
quelconque de la surface. 

130. La correspondance entre dM et (/v. Représentation sphé- 
rique. Nous allons faire appel aux définitions qui ont été posées au numéro 82. 
Soient d et o les caractéristiques qui symbolisent sur la surface deux déplacements 
infiniment petits. Je dis que l’on a (•) 

( 1-42) d M . o v = rfv . B M . 

En effet, exprimons les coordonnées d’un point M de la surface en fonction des deux 
paramètres X et p.. Nous avons à multiplier scalairement 


,,,3.M., .'M. 

d M — v (/X *-f— — ci u. 
? A 3 p. 1 

3v_ 3v „ 

o v = .oa -| o u. 

3 a 3 a 1 


Le coefficient de dX o a est • — et celui de d a o À est ' ^ • ' ' . Nous a\ ons vu (n° 1 27 ) 

r 3A 3p. ' 3a 3 a v ’ 

^ M 

que ces coefficients sont égaux, et que leur valeur commune est — v. ‘ Donc 


la forme bilinéaire dM.ov est une fonction symétrique de d M et oM. Donc, non 
seulement ov correspond à o.M par mie transformation linéaire , mais encore 
cette transformation est au totnè trique. La valeur commune îles deux membres 
de (142) est la forme polaire de la forme quadratique 


dM.dv, 


c’est-à-dire de la forme métrique externe changée de signe. En résumé, la corres- 
pondance entre d.M et dv sc trouve définie par la formule 

— dM ,5v = E'd X o À -f- V (d À o a )- d a o À) f- G'd a à a. 

Pour obtenir les directions principales, nous écrirons que la lorme quadratique (*) 


dM . d v -h Sd.M 2 = — (v . d 2 . M — Sd.M 2 ) 


est réductible à un seul carré. Elle est égale au signe près à 


(E' — ES) dX 2 -h 2(1-' — FS) dXd a -f- ;G' — GS) d p*. 

Les directions principales s obtiendront en éliminant S entre les deux équations 


(143) 


( ( E' — ES) d X -t- ( F' — FS) a a = 0, 
} (F' — FS)dX h- (G' — GS)da = 0. 


(1) On pourrait remarquer simplement qu’en vertu de v.d.M — • 0, on a S(v.dM) — 0. Ou 

en tire immédiatement Sv. dM = — vôdM. ((>. Q. F. D.) 

(2) Le lecteur remarquera qu’à la quantité s, considérée dans la théorie de» trans- 
formations autoinétriques, nous substituons ici la quantité S = *• 
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Elles sont donc définies par l’équation 


(144) 


E'rfX -t- F'tffi, 
FV/X-t-G'df*, 


EtfX+Frf,x 
Fd X -f- G d 


= 0 . 


Nous donnerons dans un instant l’interprétation de la racine S qui correspond à une 
direction principale déterminée. Dans ce but, nous entreprendrons le calcul de la 

dérivée géométrique , par rapport à l’arc d’une courbe quelconque de la surface. 

Mais auparavant remarquons que ce calcul est intimement lié à une notion impor- 
tante, celle de la représentation sphérique de la surface : en effet, prenons un 
point fixe arbitraire 0, et à chaque point M de la surface S faisons correspondre le 
point m tel que 

Om = v, 


v représentant toujours le vecteur unité de la normale en M à S. Le point m est situé 
sur une sphère de rayon un. Nous définissons entre la surface S et cette sphère une 
correspondance par plans tangents parallèles : on dit que rn est l’image sphérique 
de M. Si M subit un déplacement rfM, son image sphérique subit un déplacement 
dmz=dv, qui acquiert la même direction que d\l si la direction de ce dernier vecteur 
est elle-même principale. 

En égalant à zéro le produit scalaire t/M.dv, c’est-à-dire en annulant la forme 
métrique externe, on obtiendra une équation 


(145) E'rfX 2 H-2F , rfXrfp.-f- G'd{jL* = 0, 

qui définit en direction les déplacements </M orthogonaux à leurs correspondants dm 
sur la représentation sphérique. Tous ces résultats vont être précisés lorsque nous 

connaîtrons la valeur de 

ds 

131. Calcul de la dérivée g-éométrique du vecteur v. — Soit une 
surface S, une courbe G tracée sur cette surface. Menons la tangente MT en un 
point M de cette courbe, dans le sens des arcs croissants, préalablement fixé. Nous 
considérerons, comme aux n os 115 et suivants, les trois vecteurs fondamentaux T, 
N, B attachés à cette courbe. Le plan normal en M à C contient à la fois N, B, v, il 
coupe le plan tangent suivant une normale particulière, dite normale géodésique. 
Soit T le vecteur unité de la normale géodésique ('), tel que le trièdre T, T, v soit 
direct. Dans le plan normal, le sens des rotations positives est défini par un observa- 
teur ayaut les pieds en M et la tète en T. Définissons la position du vecteur v dans le 
plan normal en donnant 

(N, v) = 0. 

Nous aurons manifestement 


(145) v = N cosô -h B sinO, 

(146) T = NsinO — BcosO. 

11 nous suffira maintenant, pour obtenir le résultat cherché, de dériver la for- 


(1) Pour sa commodité, le lecteur surmontera d’une flèche les lettres v et T qui désignent 
des vecteurs. 
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mule (145) par rapport à s. Mais auparavant, pour donner uu sens précis au calcul 
que nous allons entreprendre, il importe de démontrer le résultat suivant, utilisé déjà 
par M. de Tannenberg f 1 ) : 

La dérivée géométrique ^ a la même valeur pour toutes les courbes de S 

tangentes en M à une même droite MT du plan tangent. 

Ce résultat n’est vrai que moyennant certaines hypothèses. L'analyeité. que nous 
avons supposée jusqu’ici, peut être remplacée par une condition moins restrictive : 

il suffit de supposer qu'on peut paramétrer la surface de manière que ^ , -~r \ ^ 

. . fa 

existent et soient continues. En effet, dans celte hypothèse, pour calculer r. on 
pourra remarquer que v est une fonction composée de s par l'intermédiaire de À et 
de [i. Donc, on peut calculer ^ en appliquant la formule 


d v r* v d ), r> v d fi. 

ds ,4. ds .''p. ds 


pourvu que les dérivées et existent et soient continues. Or il en est bien ainsi 

en vertu de notre hypothèse. [La proposition que nous appliquons ici relativement à 
la dérivation d’un vecteur, qui se présente comme fonction composée, ne nécessite 
d’ailleurs pas de démonstration spéciale et synthétise les résultats d'application du 
théorème correspondant d’analyse aux trois composantes de ce vecteur (dans un 
système fondamental d’ailleurs quelconque).] 11 suffit alors de remarquer qu'en vertu 
de la formule 

ds = y]Éd }* + Wd\d 'j. f (;<V, 


év 


les expressions ^ et ne dépendent que du rapport . Elles sont donc entière- 
ment déterminées par la direction de MT. (L. Q. b - IL) 

Cela posé, la dérivation de la formule (145) nous donne 


flfv 

ds 


d N 

ds 


cosO 4- 


d B 

ds 


sinO H- (— N sinO 4- B cosO) 


db 
ds ' 


Le coefficient de ~ n'est autre que ( — F), d’après (146). Appliquons maintenant 

les formules de Frenet. 11 vient 

^ = (— N sin 0 4- B cosO) — T? cosO, 

en continuant à appeler p la courbure et t la torsion. Nous pouvons donc écrire fina- 
lement , v 

(147) - d - s = ” T p cosO 4- F (t - 5 ). 

(1) Leçons nouvelles sur les applications géométriques du calcul différentiel. 
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Du lemme précédent nous déduisons immédiatement ce résultat remarquable : 
Pour toutes les courbes de la surface tangentes en M à MT, chacune des deux 
quantités 

, , dO 

pcosO et t j- 1 

‘ ds 

possède une même valeur. 

Chacune d'elles a illustré un géomètre : à la première est attaché le nom de 
Meusnier, et à la seconde celui d'Ossian Bonnet. Nous allons les étudier à tour 
de rôle. 

132. Le théorème de Meusnier et la courbure des sections normales. — 

Pour toutes les courbes de la surface tangentes en M à MT la quantité pcosO a même 
valeur. Si, en outre, 0 est le même, c'est-à-dire si les plans osculateurs coïncident, 
p sera le même, les courbes auront même courbure au point considéré. Celte 
remarque permet de substituera la détermination de la courbure en M d’une courbe 
C de S, celle de la courbure en M de la section de S par le plan oscillateur à C en 
M. L'étude de la courbure sera donc limitée désormais aux sections planes de la 
surface. 

Mais il y a plus. Désignons par p 0 la valeur de pcosO pour la tangente MT : 

p cosO = p 0 . 

Appelons K le centre de courbure de C en M, c’est-à-dire le point tel que 

MK= - N, 

P 

et soit K 0 le point de la normale en M à la surface tel que l’on ait 

MK 0 = ^ • 

Po 

Entre les deux longueurs MK et MK 0 existe la relation 

MK 0 cosO = MK, 

0 étant l’angle KMK 0 . Il en résulte le théorème de Meusnier : 

Les centres de courbure en M de toutes les courbes de la surface tangentes 
en ce point à la droite MT sont répartis dans le plan normal correspondant , sur 
la circonférence de diamètre MK 0 . 

Le point K 0 sera donc lui-même centre de courbure pour certaines lignes de la 
surface tangentes en M à AIT, à savoir celles dont le plan osculateur en M contient la 
normale à la surface. Par exemple K 0 sera le centre de courbure de la section nor- 
male passant par MT. 

Nous sommes donc ramenés, en fin de compte, à étudier suivant quelle loi varie 
la courbure d’une section normale, lorsque le plan de cette section tourne autour de 
la normale en M. Nous aurons toujours, dans ce cas, l'une des relations 

N = v ou N = — v, 


et par suite 


cosO = ± 1 = e. 
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Pour calculer la valeur de pcosO. multiplions so a la ire ment les deux membres de 

rfM 

l équation (147) par le vecteur . Nous aurons, en remarquant que ce vecteur 
n’est autre que T, 


rfv.rfM 

ds* 


= — o cos 0 


d'où 


E d'x? -U 2F d X d jx - } ( I d pi.* 

' 0 Et/ A" -f~ 2F</ X d <x - [- ( )d a* 


po n’est autre chose que le rapport ^ . Nous avons donc finalement la formule 
(148) 


V 

mk: 


EV/X 2 -h 2F't/À d a -t (Y dix* 
E d/d -f- 2Ft/X d -X -f- ( i d a J 


Désignons par MX et MY les tangentes principales en M, par A u et l? 0 les posi- 
tions correspondantes de K 0 , qu’on nomme centres de 
courbure principaux. Soit MT une demi-droite quel- 
conque, telle que 


M 


(MX, MT) = a. 

Appelons avec précision K 0 le centre de cour- 
bure qui correspond à celte section normale. Dans la 
transformation autométrique qui permet de passer 
de d M à </v, les directions principales sont MX et 
MY. Donc pour ces directions, le coefficient de F 
dans la formule (147) est (‘gai à zéro, et cette formule peut encore s’écrire 


\ 


/ 

Y 


T 


t/v = — Z 0 d\\, 


ce 

est 


qui montre que le coefficient dont est douée chacune de ces directions principales 
. le nombre opposé de la quantité c 0 correspondante, c’est-à-dire la quantité 

pour MY. Si nous exprimons que la forme 


MA 


oppose 

pour MX, et la quantité 

d M.rfv-t- St/M*, 


V 

MB,, 


est réductible à un seul carré, nous savons d'autre part que nous pouvons déduire 
les directions principales de l'équation 

E— ES F'— FS 
( 14<J ) F' — FS (E — ES 

A chaque racine S correspond une direction principale, douée ici du coefficient — S 
(voir n°* 89, 90). En comparant ces deux résultats, nous pouvons énoncer le suivant : 
L'équation (149) admet comme racines les courbures principales au point M. 
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Cherchons maintenant à exprimer 


MAÔ K ’ 


en fonction des courbures principales 


_v _ 1 

ma 0 -k;’ 


* 


MB 0 


1 


R.. 


? 


et de l’angle a. 

Cette expression s’obtient immédiatement en remarquant que (148) nous donne 

I 

comme quotient de deux formes quadratiques du vecteur rfM, ou, ce qui revient 


au même à cause de l’homogénéité de degré zéro, du quotient des deux mêmes 
formes du vecteur unité T de MT. L’une de ces formes, dans le système fondamental 
X, Y, des vecteurs unités de MX et M Y, a pour expression 


Q(T) = 


"RT 


sin-'a 

~KT 


puisque les composantes de T dans ce système sont cos a et sina, et qu’une forme 
exprimée dans un système fondamental, orthogonal et normal, de directions princi- 
pales, se réduit à des termes carrés par rapport aux composantes, dont les coefficients 
sont précisément les racines de l’équation en S. En dénominateur, nous aurions à 
écrire le carré Q(T) de la longueur du vecteur T. Par hypothèse, il se réduit à 
l'unité. Nous pouvons donc écrire 


(150) 


1 COS-’a 

R — R, 


sin 2 a 

"RT* 


Cette formule donne la loi de variation de la courbure des sections normales (*). 

Soient R et R' les valeurs algébriques des rayons de courbure de deux sections 
normales rectangulaires. De la formule (150), on déduit aisément 

/...v 1 4 _ 1 , 1 

(lül) ii + ir - k; 

1 1 

L’expression somme des courbures de deux sections normales rectangulaires 

quelconques, est donc constante au point M. On lui a donné le nom de courbure 

moyenne. 

133. Tangentes et lignes asymptotiques. — On appelle tangentes asympto- 
tiques en chaque point celles dont les directions annulent le produit scalaire 

d M.rfv. 


(1) A cotte loi so rattache la notion de l’indicatrice d’Euler, dont la formA est liée à 
la situation relative de la surface et de son plan tangent en M. Nous renverrons le lecteur, 
pour cette question, à notre Cours de Géométrie analytique (pages 346 et suivantes). 
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et lignes asymptotiques les lignes admettant en chacun de leurs points une tangente 
asymptotique. L'équation différentielle de ces ligues est donc 

(152) E , rfX 2 4-2F'rfXrfa-+-G , (/a î = 0. 

Nous avons établi d'ailleurs que l'on a 


— dv.rfM = ç cosO ds *. 


Donc, pour ces lignes, cosO est nul : le pim} oscillateur se confond avec le plan 
tangent à la surface , et réciproquement. Un déplacement inlluitésimal sur une 
asymptotique est orthogonal à sa représentation sphérique. 

Les lignes asymptotiques ne sont réelles que si la quantité E'G' — F'* est négative. 
11 est facile de donner maintenant l'interprétation de cette quantité, dont nous avons 
montré précédemment le caractère géodésique. Nous venons de voir que l’équation qui 
11 ,. 

admet pour racines et peut s’écrire 


nous avons donc 
(153) 


1 _ F/G' — F 2 

RjR, KG^F ’ 


EG — F 2 est essentiellement positif, puisqu’il est le discriminant de l’élément 
linéaire. Donc le signe de E'G' — F' 2 est le signe de ^ ^ . 

Nous pouvons donc énoncer ce résultat : 

Pour qu'en un point d'une ,ar face, il passe deux asymptotiques réelles, il faut 
et il suffit qu’en ce point les deux courbures principales soient de signes contraires. 

Nous ne développerons pas davantage la théorie des lignes asymptotiques, qui 
n’atteint son plein épanouissement que dans la géométrie projective et dualistique. 

134. La courbure totale. — La quantité E'G' — h 2 , formée à laide d inva- 
riants métriques externes, se ramène en définitive à une expression géodésique. 
L’équation (153) nous donne, dans l’espace où la surface est plongée, une interpré- 
tation simple de la signification du rapport 

E'G' — F' 2 

TG^F~' 


Ce rapport est le produit des courbures principales au point M. On 1 appelle la cour- 
bure totale de la surface en ce point. La considération de la transformation auto- 
métrique qui change en dv montre immédiatement que la courbure totale est la 
limite du rapport de la représentation sphérique d’une aire infiniment petite de la 
surface à cette aire. En outre, la nature géodésique du second membre de (152) 

nous permet d’énoncer le théorème suivant : 

Si deux surfaces sont isométriques , elles ont la même courbure totale en des 

points correspondants. 
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Ce théorème est dû à Gauss. Nous allons maintenant passer à l’étude de la quantité 

dO 

T_ "d? 

qui partage avec pcosO la propriété d’avoir une valeur commune pour toutes les 
courbes de la surface tangentes en M à MT. 

135. Le théorème d’Ossian Bonnet. — Pour déterminer cette valeur, re e- 
nons l’égalité vectorielle (147) et faisons le produit scalaire de ses deux membres 
par T. Il nous vient 


r .~ = T 
ds 


dO 

ITs' 


O 1 


^\.d^ 


G 


Considérons dans le plan tangent deux vecteurs rectangulaires issus du point M : 

1° le vecteur dM colinéaire à T et tel que dM = T ds; 

2° le vecteur SM, de même longueur et tel que SM = T ds. Ce vecteur est donc 
colinéaire à T. 

La formule précédente peut encore s’écrire, à l’aide de ces vecteurs, 

Remarquons alors que dv et SM se déduisent de dM par une transformation linéaire, 
propre à chacun d’eux. Donc le premier membre est une forme quadratique du 
vecteur dM. Nous pouvons donc exprimer 

dO 

par le quotient de deux formes quadratiques du vecteur dM, ou, ce qui revient au 
même (à cause de l’homogénéité de degré zéro) par le quotient de ces formes, cal- 
culées pour le vecteur T. Le dénominateur se réduira ainsi à l’unité. Cherchons le 
numérateur. Par la transformation autométrique qui change dM en dv, le vecteur 

T = X cos a -F- Y sin a 

devient le vecteur 

X Y 

V = — jy cos a — jy sin a. 


Le vecteur T vient s’appliquer sur F par une rotation de -t- ^ » puisque, par hypothèse, 
le trièdre T, T,v est direct. Nous avons donc 

r = — X sin a -h Y cos a. 

La forme quadratique cherchée du vecteur T est égale à T. V. Nous obtenons ainsi 
la formule d’Ossian Bonnet (') 

..... dO fl 1\ 

<* 54 > T ~Æ=U;-K;.) C08as ‘"‘ t - 

cos^ oc sin 2 oc 

(i) En éliminant a entre cette relation et la formule 1 ^ — = 0, qui caractérise 

! H* 

les asymptotiques, on verra immédiatement que la torsion de ces lignes est donnée par 
t 2 R 1 R 2 1 = 0 ^vu l’annulation de 
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On (levait s attendre à trouver en facteur le produit cos a sin a, puisque, par défi- 
nition même des directions principales, la quantité x — ^doit s'annuler sur ces 
directions. '' 

Le signe de x — -g- est déterminé en conséquence par l’orientation de MT par 

rapport aux directions principales de M : si MT tourne autour de M, le signe de 
dO , . 

T change lorsque MT vient a traverser une direction principale. La quantité 
dO , 

‘ Z ~~ds sa PP dle ^rsion relative (on dit souvent, mais à tort, torsion géodéstgue). 

136. Lignes de courbure. — On nomme lignes de courbure celles dont la 
tangente en chaque point est une direction principale correspondante. Les lignes sont 

caractérisées aussi par le fait que x — j? y est nulle en chacun de leurs points. La 

formule d’Ossian Bonnet montre immédiatement l'équivalence de ces deux définitions. 

A l’aide de cette formule, on démontre aussi sans peine deux propositions 
classiques relatives aux lignes de courbure, à savoir le théorème de Joachimsthal et 
celui de Dupin. 

Théorème de Joachimsthal. — .Si deux surfaces se coupent à angle constant 
le long d’une courbe C, cl si C est une ligne de courbure pour l une d'elles, elle 
est aussi une ligne de courbure, de l'autre. 

Soient les surfaces S et S t qui se coupent suivant 0, angle constant. Pat- 
hypothèse G est ligne de courbure de S. Donc sa torsion relative à la surface S, 

dO 

T ds' 

est nulle. Formons maintenant la torsion relative à la surface S p 



Cette quantité ne diffère pas de la précédente, en vertu de la constance de l’angle 0, — 0 
des normales aux deux surfaces le long de C. Donc elle est également nulle, et C 
est bien une ligne de courbure de S t . Le théorème est donc établi et sa réciproque 
est immédiate. 

Théorème de Dupin. — Les surfaces d'un sgstème triple orthogonal se 
coupent deux à deux suivant leurs lignes de courbure. 

En effet, considérons trois familles de surfaces F,, F s , F,, répondant aux condi- 
tions suivantes, qui définissent un système triple orthogonal : 

1° Par tout point M de l’espace, on peut mener une surface S, et une seule de la 
famille F t , une surface S 2 et une seule de la famille l* t , une surface S, et une seule 
de la famille F a . 

2° Les surfaces S 2 et S 3 se coupent orthogonalement tout le long de leur courbe 
commune C s3 , les surfaces S 3 et S t se coupent orthogonalement le long de C u , les 
surfaces S, et S 2 le long de C t2 . 


Bouliqand. 


Géométrie vectorielle 


10 
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Je dis que toutes les courbes C 12 , C 13 , C 23 sont les lignes de courbure des surfaces 

telle') que S t . En effet, nous pouvons parler de la torsion 
relative de C, 2 par exemple, sans préciser si elle est rela- 
tive à S, ou à S 2 , puisque ces surfaces se coupent à angle 
constant. Appelons donc x 12 , t, 3 , t 23 les torsions relatives 
de C, 2 , C, 3 , C S3 . De la formule d’Ossian Bonnet résulte 
immédiatement que les torsions relatives de deux courbes 
orthogonales d’une même surface sont opposées. Nous 
aurons donc trois fonctions t )2 , t 13 , t 23 définies en tous 
les points de l’espace, et satisfaisant partout aux trois relations 



Tj 2 -f“ Tjj 0, T 23 I Tj, O, T )3 — {— Tjj 0. 


Ces trois fonctions sont donc nullcs en tout point de l’espace. Le théorème en résulte. 

137. Normalies. — Les lignes de courbure possèdent une autre propriété 
caractéristique très importante. Ce sont les lignes le long desquelles les normales 
à la surface forment une surface développable, ou, ce qui revient au même, le long 
desquelles ces normales admettent une enveloppe. 

Il est facile de traduire cette condition. Soit C une courbe de S, le long de 
laquelle les normales à S admettent une enveloppe E. La normale en M touche cette 
enveloppe cn un point P, et nous avons 

MP = Zv, 


en désignant par Z un certain scalaire. Pour exprimer que le lieu de P est l’enveloppe 
de MP, il faut écrire que (Z P est colinéaire à v. Or, de l’équation précédente, nous 
déduisons, en dérivant par rapport à l’abscisse curviligne s de M sur C. 


d’où 


<ZP <ZM .(Zv dl 

ds ds ds v ds * 


d? _ dl 
ds ds 


= T(1 



Z. 


Les vecteurs v, T, T forment un système fondamental. Donc l’identité ci-dessus ne 
peut permettre à (ZP d’être colinéaire à v que si l’on a à la lois 



1 — pZcosQ = 0, 
(ZP — v(ZZ = 0. 


La première de ces relations exprime que C est une ligne de courbure, la seconde 
que l’on a 

Z= 1 = R, 

p cosO 

R étant relatif à une section normale principale. Cela s’exprime également en disant 
que P est centre de courbure principal de la surface. 

Enfin la dernière nous apprend qu’un arc de l’enveloppe a pour longueur la 
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différence des portions de normale à S qui sont tangentes à cet arc en chaque extré- 
mité et qui sont limitées d'autre part à leurs points d incidence. 

En somme, la courbe E est une développée de C. 

On donne le nom de normalies aux surfaces développables engendrées par les 
normales à S aux points d’une même ligne de courbure. Ces surfaces ont leurs arêtes 
de rebroussement sur l’une des nappes de la surface lieu des centres de courbure. 

Les normalies se partagent en deux familles : par une normale à S passent deux 
normalies, une de chaque famille. Tout le long de cette normale, le plan tangent de 
chacune d’elles est invariable et orthogonal au plan tangent de l’autre. 

Il en résulte que le système des normalies et l'ensemble des surfaces déduites de 
S en portant sur les normales à celle dernière à partir de leurs points d'incidence des 
longueurs constantes forme un système triple orthogonal. 

Étant donnée une surface S, on peut donc l’englober dans un système triple 
orthogonal au moins. On en déduit immédiatement que l’inversion conserve les 
lignes de courbure : en effet celte transformation conserve les angles. Donc elle 
change un système triple orthogonal en un autre système analogue. Toute surface 
pouvant être englobée dans un système triple orthogonal, la proposition est donc 
démontrée. 

138 . Ombilics. — Nous avons étudié, dans le cas général, la correspondance 
linéaire entre ^/.M et </v, et nous avons établi qu'elle est autométrique. En particulier, 
il peut arriver qu'en certains points M de la surface étudiée cette correspondance si* 
réduise à une homothétie, la direction de toute tangente issue d'un tel point étant 
alors principale. De tels points sont aussi caractérisés par la circonstance suivante : 
l égalité des deux rayons de courbure principaux. A l’exclusion de tous les autres 
points, ils possèdent aussi celte propriété : c’est qu’il y passe une infinité de lignes 
de courbure. On donne à ces points remarquables le nom d'ombilics de la surface. 

La seule surface (réelle) dont tous les points sont des ombilics est une sphère. 

En effet, toute ligne de cette surface est une ligne de courbure, car en chaque 
point la tangente est principale. Appliquons ce théorème à l’intersection de la surface 
et d’un plan : ce plan coupe la surface à angle constant (réciproque du théorème de 
Joachimsthal). En particulier, un plan normal en un certain point M est aussi normal 
à la surface tout le long de la section qu’il y détermine. Les normales en tous les 
autres points de la surface rencontrent donc la normale en M. 

Par suite, la surface est de révolution autour de chacune de ses normales. Elle 
se réduit donc à une sphère et le théorème est établi. 

Notons aussi que l’inversion, puisqu’elle conserve les lignes de courbure, conserve 
de ce fait même les ombilics, puisque ces points sont aussi ceux par lesquels passent 
des lignes de courbure, en nombre infini. 

Signalons enfin que les ombilics sont encore les points ou 1 indicatrice d Euler 
(note de la page 142) se réduit à une circonférence. On démontré en géométrie 
analytique (*) que pour une quadrique, l’indicatrice en un point M est rigoureuse- 

(t) Voir notre Cours de Géométrie analytique, n* 223. Voir aussi le n 1 ’ 199, relatif aux 
sections circulaires des quadriques. 



148 


OPÉRATIONS VECTORIELLES INFINITÉSIMALES 


ment homothétique aux sections de cette surface par les plans parallèles au plan 
tangent en M. Les ombilics d’une quadrique sont donc à l'intersection de cette sur- 
face avec les plans diamétraux conjugués des plans de sections circulaires. En 
particulier, un ellipsoïde à axes inégaux possède quatre ombilics réels. 

139. Autre association g-codcsiquc d’éléments externes : cour- 

bure gpéodéslque. — Nous avons montré que la courbure totale q»— rp est 

n, n 2 

un élément géodésique d’une surface. 11 est impossible de passer sous silence un 
autre élément possédant la même propriété : la courbure géodésique. 

Reprenons la courbe G tracée sur la surface S et douée d’un sens positif, et dési- 
gnons toujours par s l’abscisse curviligne d’un point de cette courbe. Nous avons 


rfM_ T 



p désignant la courbure au point M. En considérant un mode quelconque de repré- 
sentation paramétrique de la courbe, nous pouvons écrire 

d.Vl dX ?M dp. 

Us Us ? p*. ds ’ 

d 2 M _ m /dX \ 2 M dX dp. /dp .\ 2 ?M_ d 2 X , MVI d 2 p. 

ds 2 ? X 2 \ ds / “"Map. ds ds ?y.-\ds J aX ds* (''p. ds 1 

Dans le système fondamental — > —, v, le vecteur a pour composantes 
covariantes 


aM d 2 M 

aX "3?’ 


a M d*M 
ap. ds 2 


Considérons le vecteur de composantes covariantes 


aM dm 
aX * ds* ’ 


aM d 2 M n 
ajZ * ds 2 ’ U ’ 


qui n’est autre que la projection du vecteur sur le plan tangent en M. Les com- 
posantes covariantes de ce vecteur s’écrivent respectivement 


PM 

aM 

aM 

a 2 M / 

x/xv 


a*M dXdp. 

aM 

a* M / 

'dp.\ 2 

ds 2 ' 

aX ” 

= aX ' 

A 2 ( 

,ds/ 


_r 

? (x rfs rfs 

aX ‘ 

ap.M 

, ds j 





/aM 

ydn 

aM aMd*u 







-+- 

Vax 

) dP + 

t 

aX ' ap. ds* ’ 




d* M 

aM _ 

_aM 

a 2 M, 

fdX\ 


a 2 M dXdp. 

aM 

a*M, 

édiiV 

ds* 

' c>' 



^3sJ 

i -f-2— 

. _u 

aXap» ds ds 


• W il 

(ds) 


aM aMd*X /aM\*d> 
~ h 7rJïdP + \7ï) cTs* 
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Dans les deux formules précédentes, chacun des seconds membres est la somme : 

d 2 \ 

1° d'une forme linéaire en et , ayant comme coefficients deux des trois 
nombres 

/?My .'M ,>M />My 
\Va/’ W/ ’ 

c’est-à-dire deux des coefficients de l'élément linéaire ; 

2° d’une forme quadratique eu ~ et ^ , ayant comme coefficients les trois 
composantes covariantes de rang un dans la première formule, de rang deux dans la 
seconde, des trois dérivées géométriques secondes - - Ces coefficients 

° 1 ,V,‘ .1 A . .■'U, .Y 

sont donc les nombres a, <j', n " (dans la formule) et t, t', t" dans la seconde. 
Nous avons appris à les exprimer à l’aide des dérivées premières de K, K, G. 

De ce calcul, il résulte alors que la projection sur le plan tangeut du vecteur 
<f 2 M 

est un élément géodésique. Or cette projection s’obtient en multipliant le sca- 
laire p par celle de N, c'est-à-dire par 1' sin 0. Le 
vecteur en question s’écrit donc 

Tp sinO. 

En définitive, cet énoncé se réduit donc au fait 
que le scalaire p sin 0 est un élément géodésique. 

On l'appelle courbure yéo'fésiqw ' ■('). Soit ü le 
centre de courbure en M. Menons en ce point, dans le plan normal, la perpendicu- 
laire à la normale principale, qui rencontre la normale géodésique en m. Nous avons 



d sinO — 


sin G 

5TÜ 


1 

M u) 


Or Mu> est, d’après le théorème de Meusnier, le rayon de courbure en M de la 
projection de C sur le plan tangent en M. 

Ainsi, la courbure géodésique est aussi la courbure delà projection de C sur le 
plan tangent au point considéré. 

Nous montrerons plus tard que la courbure géodésique est liée à la courbure 
totale. Mais, avant d’entreprendre l’élude systématique des éléments géodésiques, il 
sera commode de compléter la théorie des opérations infinitésimales du calcul vecto- 
riel. Tel sera maintenant notre but : lorsque nous l’aurons atteint, nous reviendrons 
ensuite à la théorie des surfaces pour la compléter et la généraliser. 


( 1 ) Le vecteur Tp sinô s’appelte vecteur de courbure géodésique. 
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IV 

Éléments différentiels invariants des fonctions scalaires 
en géométrie linéaire ou métrique. 

140. Développement de l'accroissement d’une fonction sca- 
laire. — Nous avons considéré, dans la première partie de ces leçons, des fonctions 
scalaires de vecteurs libres et des fonctions scalaires de poiuts. Dans un espace linéaire, 
on peut faire correspondre, d’une manière biunivoque, un point et un vecteur libre : 
étant donné un vecteur libre V, on fera choix, une fois pour toutes, d'une origine 
O, et on fera correspondre à ce vecteur le point M tel que 

0M = V. 

Réciproquement, à chaque point M correspondra, de cette manière, un vecteur V et 
un seul. 

Nous pouvons donc nous borner à raisonner sur des fonctions scalaires d’un 
point. En vue des applications à la Physique, ces fondions sont d’ailleurs les plus 
utiles. 

Nous nous placerons tout d’abord au point de vue de la géométrie linéaire, et 
nous supposerons, pour fixer les idées, que le nombre des dimensions de l'espace est 
égal à trois. 

Soit F(M) une fonction scalaire du point M. Prenons quatre points 0, A, U, C 
non situés dans un même plan et exprimons le vecteur OM sous la forme 

OM — xOA + J/OB — «OC. 

La fonction F(M) a pour expression une quantité f(x , y, z ) dépendant des trois 
coordonnées du point M. L'accroissement de cette fonction, lorsqu'on passe du point 
M # (æ 0 , t/ () , z 0 ) au point M (.r 4 4- h , y 0 -+- k, z 0 ~h l) se calcule, en analyse ordinaire, 
par la formule de Taylor : 

(155) f(x 0 -\-h, y 0 -\-k , z 0 4- 1) — f(x 0 , y 0 , 2 0 ) — kf' x 4- kf[ h 4- lf' Zt 

*+“ nï( h / x ■+■ kfy + lfi)r!+U 

ï.+»f. 

où 0 désigne un nombre compris entre 0 et 1. 

Pour donner à cette formule un caractère indépendant du système fondamental 
choisi, nous pouvons l’écrire 

(150) F(M) - F (M 0 ) = * t (M ot M 0 M) -h * S (B1 # , M 0 M) 4- ... 4- *,(M 0 , 6M 0 M), 

en appelant <b p <1*^ . . ., <I>„ des fonctions qui dépendent à la fois du point M 0 et du 
vecteur libre M 0 M, et qui par rapport à ce dernier sont entières, homogènes, et des 
degrés respectifs 1, 2, . . ., n. Lorsque M tond vers .M 0 , la forme linéaire <1», donne 
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la partie principale de F(M) — F (M 0 ) : elle a donc une signification invariante. De 
même d> a est la partie principale de F(M) — F(M 0 ) — d>,(Xl 0 , M 0 M), et a aussi une 
signification invariante. En raisonnant de cette manière, on démontre de proche en 
proche que tous les termes du second membre possèdent la même propriété. 

En résumé, étant donnée une fonction scalaire, le processus classique du calcul 
différentiel nous conduit à y attacher, en chaque point de son domaine d'existence, 
toute une suite de formes invariantes, de degrés respectifs 1,2, . . ., suite qui sera 
illimitée si la fonction étudiée est analytique dans ce domaine. Ces formes sont les 
différentielles des divers ordres de la fonction. 

En particulier, la forme <I>, (M 0 , dM) est la différentielle première au point M 0 . 
Elle intervient dans le calcul de la dérivée de la fonction composée F(M), qui s’obtient 
en assujettissant le point M à dépendre d'un unique paramètre À. Il n’est pas néces- 
saire de donner une démonstration nouvelle, et une simple adaptation de notations 
nous donne la formule 

(1 57) ^F(M) = 4. 1 (M,^). 

Nous aurions de même 



Ces formules se généraliseraient facilement si le point M, au lieu de dépendre d’une 
seule variable X, dépendait de deux variables X et a. 

Remarquons encore à cette occasion que l’on peut rattacher à l’ordre d'idées 
actuel la règle de dérivation des formes entières et homogènes de vecteurs libres 
donnée au n° 111. A la formule (156), il suffit de substituer la suivante : 


F (V -f- A V) — F (V) = 'F, (V, AV) -+- M\ 2 (V, AV) t- ... + M’„(V, OA V). 


On obtient alors des formules de dérivation telles que 



applicables à une fonction F(V) absolument générale, c'est-à-dire non soumise aux 
restrictions d’intégrité algébrique et d’homogénéité que nous avions introduites dans 
la première partie par pure commodité. 

141. Le point faible du calcul vectoriel. — Le calcul vectoriel nous 
permet d’écrire sous forme condensée la formule (155), d’en souligner certains 
caractères remarquables, et même de rattacher à un processus analytique unique le 
calcul des dérivées successives d’une fonction composée. 

Cependant, force nous est de reconnaître que la formule (156) n’est pas la repro- 
duction complète de la formule (153), qu'elle n’en épuise pas le contenu. Alors que 
cette dernière donne avec précision la loi de formation des termes successifs de degrés 
1, 2,. . ., n, alors qu’elle en ramène le calcul à des élévations aux puissances symbo- 
liques, la formule (156) se borne à reconnaître le caractère de complexité croissante des 
formes successives <!>,, <I> 2 , . . ., <!>„, sans en révéler la structure. 
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Évidemment, la difficulté n’est pas insurmontable. Pour la résoudre, il suffit de 
remarquer qu'en analyse ordinaire la quantité 

s’obtient en appliquant à la quantité 

/i‘V k*l + 

D x ? y D z 

où /t, h et l sont des constantes, l’opération (*) 

Ox ïy a 

Donc est le résultat de l’application réitérée à /'de celte opération. Cette remarque 
permet alors d’écrire la formule (150) sous cette forme 


(150) 


F(M -t- AM) — F(M) = DF(M) -t- ^ D 3 F(M) +-..., 


en désignant par D l’opérateur qui de K(.\f) permet de passer à «b, (M, A ,M), étant 
entendu que dans son application réitérée, AM sera regardé comme constant. 

La difficulté est résolue et la formule (130) est équivalente à la formule initiale 
(155), à une modification près des notations : au couple de points M 0 , M de (155) nous 
avons seulement substitué le couple de points M, M -t- AM de la formule (159). 

Mais c’est un grave inconvénient de multiplier les abréviations et de faire abus 
du symbolisme. On rend ainsi très malaisée la tâche du calculateur en lui imposant 
l’apprentissage d'un alphabet compliqué. 

On a paré à ce danger en construisant un nouvel algorithme, le calcul tensoriel, 
qui s’inspire du principe suivant : on suppose exprimées dans un système fonda- 
mental particulier les composantes et les formes invariantes des divers vecteurs, et 
on étudie systématiquement, lors de tout changement de ce système, les relations 
mutuelles entre les modes de variance des coefficients de ces formes. Cette étude se 
trouve exposée dans la note I, à la fin de ce volume. 

Pour le moment, en ce qui concerne la géométrie linéaire, nous nous limiterons 
à l’étude des différentielles du premier ordre. 

dF = <I>, (M 0 , dx I). 

Dans ce but, nous compléterons d’abord la théorie des formes linéaires de vecteurs 
libres, en en donnant une représentation graphique valable en géométrie linéaire. 

142. Représentation graphique d’une forme linéaire d'un vecteur libre. 
— Soit une forme linéaire invariante d’un vecteur libre : les vecteurs qui l’annulent 
sont parallèles à une même direction de plans. Deux formes s'annulant pour les 
vecteurs parallèles à une même direction de plans sont évidemment proportionnelles. 


(1) Voir plus loin, n* 165 des généralités sur les opérations et les opérateurs. 



ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS DES FONCTIONS SCALAIRES 153 

et pour les distinguer, il reste à fixer un coefticient de proportionnalité : pour 
atteindre ce but, il suffit de donner, pour chacune d’elles, à une translation prés, 
un système de deux plans parallèles, tels que la forme soit égale à l'unité pour 
tout vecteur obtenu en joignant un point du premier plan à un point du second : 
l'ordre des deux plans est un élément essentiel de la question. En résumé, à chaque 
forme linéaire invariante correspond ainsi un système de deux plans parallèles ordonnés 
(à une translation près). Nous donnerons à un tel système le nom de nomu.KT 

A l'addition des formes linéaires ou à la multiplication d'une telle forme par un 
coefficient (au sens algébrique ordinaire) correspondent l'addition géométrique des 
doublets et le produit d’un doublet par un scalaire. De la convention comportée par 
la définition d’un doublet résulte l’énoncé suivant : 

Le ■produit d'un doublet par un scalaire est un doublet parallèle, dont les 
plans ont pour écart le produit de, l'écart du premier doublet par l'inverse de 
ce scalaire. 

Cherchons maintenant à faire la somme géométrique de deux doublets (P, P') et 
(Q» Q / ) Les quatre plans P. P',Q,Q' se coupent deux à deux suivant quatre droites et 
forment un prisme indéfini, dont toute section est un parallélogramme (la figure 
représente la section par le plan du tableau). Désignons par PQ, P'Q, PQ', P Q' les 
quatre arêtes de ce prisme. 11 est aisé de voir (pie le doublet résultant aura ses 
deux plans S et S' parallèles au plandiagonal P'Q, PQ'. En effet, chercher les vecteurs 
qui annulent ce doublet résultant revient à cher- 
cher deux vecteurs faisant prendre aux formes 
des doublets composants des valeurs opposées. 

Choisissons ces vecteurs dans le plan du tableau. 

Si nous prenons précisément le segment qu’in- 
tercepte dans ce plan notre plan diagonal (réduit 
à sa bande utile), soit P'Q, PQ', on voit qu’il fait 
acquérir la valeur -h t à la forme du doublet 
(Q, Q') et la valeur — 1 à la forme du doublet 
(P, P'). Le vecteur PQ, P'Q' ferait acquérir la 
valeur 1 à chaque forme, donc la valeur 2 a la somme. On en déduit que le doublet 
résultant peut être représenté par le plan parallèle au plan diagonal précédent, 
mené par l’arête initiale PQ du prisme (plan n° 1), et par ce plan diagonal lui-rnèine. 

De l'addition de deux doublets, on peut passer à celle d’un nombre quelconque 
de doublets. Remarquons encore que dans le cas de trois doublets (P, P'), (Q, Q'), 
(R, R'), on obtiendra le doublet somme par une construction qui généralise’en tout 
point, pour une multiplicité linéaire à trois dimensions, la précédente, relative à une 
multiplicité à deux. Au parallélogramme se substituera un parallélépipède. Le 
deuxième plan S' du doublet somme contiendra encore les extrémités des trois arêtes 
issues du point initial PQR; le premier plan étant le plan parallèle mené par ce 
point initial. 

Grâce à cette représentation, des théorèmes d’algèbre, tels que celui qui affirme 
la possibilité d’exprimer une forme linéaire quelconque par une combinaison linéaire 


P'Q' 



PQ 


PQ 
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de trois formes fondamentales, se transforment en théorèmes de la géométrie des 
doublets : tout doublet est décomposable en une combinaison linéaire des doublets 
fondamentaux. 

Nous prendrons comme doublets fondamentaux les couples de faces opposées du 
parallélépipède des vecteurs fondamentaux, les plans initiaux de chaque doublet 
passant par l’origine du système (dont l’ensemble est indifférent à une translation). 
De cette manière, en appelant $, !2, St les formes fondamentales, le résultat de 
l’application de la forme 

( £ = uî 4- vQ -h 2v0i 


au vecteur 


V = x,jb-hy$-hze 


sera 

:f(V) = mî£(V) H- v2(V) 4- wÿ t(V) 

= u[x$(Jt.) -hySP(Si) H- z!î(C)] -4- v[ar2(Jb) -f- •+• z<2(€)] 
4- w[x0 t (Jb) 4- i/&($) 4- zSt(C)]. 


De nos définitions il résulte qu’il ne subsiste dans chaque crochet qu’un 
coefficient non nul et que ce coefficient est précisément l’unité. Il reste ainsi 


( i (V) = ux 4- vy 4- u’Z. 

143. Gradient linéaire d’une fonction de point. — Considérons une fonction 
de point F (M). Sa différentielle première au point M 0 est la forme linéaire invariante 

(160) tfF — <I>,(M 0 , rfM). 

Nous appellerons gradient linéaire de F en M 0 le doublet représentatif de cette forme. 
La direction des plans du doublet est empruntée aux petits vecteurs cfM qui satisfont 
à la relation 

‘I\(M 0 , tfM)r=0, 

c'est-à-dire pour lesquels F (M) — F (M 0 ) est du second ordre. Cette direction est 
donc celle du plan tangent en M à la surface 

F(M) = F(M 0 ). 


On pourra prendre comme plan initial du doublet ce plan tangent, le deuxième plan 
étant le lieu des points M, vérifiant la relation 

(161) <I\(M 0 , M 0 M 1 ) = 1. 

Le doublet qui constitue le gradient linéaire a ses plans d’autant plus rapprochés 
que F varie, lorsqu'on s’écarte de la surface F(.M) — F(M 0 ) = 0, à partir du point M 0 , 
d’une manière plus rapide. 

Nous allons voir maintenant l’aspect que prend la représentation des formes et 
l’étude de la différentielle première en géométrie métrique. 

144. Réductibilité d’une forme linéaire à un produit scalaire, en géo- 
métrie métrique. — A ce nouveau point de vue, la considération du doublet n'est 
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plus indispensable, car une forme linéaire invariante est immédiatement réductible à 
son produit scalaire, dont les deux facteurs sont respectivement le vecteur variable 
delà forme, et un vecteur fixe qui correspond d’une manière univoque à cette forme. 

En effet, considérons le doublet figuratif de la forme, et soit 5 le vecteur unité, 
mené perpendiculairement au doublet, et du premier plan vers le second. Appelons a 
la distance des plans du doublet. Pour tout vecteur V, tel que 

V,.B = o, 

la forme t£(V,) qui correspond au doublet sera égale à 1. Pour tout autre vecteur V, 
elle aura pour expression 



car en posant V = »iV,, nous aurons 

(162) SC(V) — = mV, . ~ = V. * . 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

A chaque doublet associons le vecteur normal à ce doublet et de longueur 

inverse de la distance des plans du doublet. La forme tf(V) qui correspond <) ce 
doublet est égale au produit scalaire 

V. 8 . 

a 

» 

145. Gradient métrique d’une fonction de point. — Cette remarque 
va nous permettre de représenter par un vecteur la différentielle première d’une 
fonction de point F(M), en géométrie métrique. Si nous posons 

(163) = d.M) = U 0 .</M, 

le vecteur U 0 sera par définition le gradient métrique, ou plus brièvement, le 
gradient de la fonction F(M) au point M 0 . D’après ce qui précède, ce vecteur sera 
normal en M 0 à la surface 

(S) F(M) = F (M 0 ). 

La relation (163) nous montre, d’après la définition du produit scalaire, que </F est 
positif lorsque rfM fait avec U 0 un angle aigu. Donc le gradient a pour sens celui 
des F croissants , le long des trajectoires orthogonales des surfaces S. 

Quant à sa longueur, elle est égale au quotient de dV parla projection du dépla- 
cement en M sur un axe ayant même direction et même sens que le gradient en 
question. Si on suppose que rfM a précisément cette direction et ce sens, en désignant 
par dn sa longueur, U» gradient pourra s’écrire 



( 164 ) 


0 
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v 0 désignant le vecteur unité de la normale à la surface, dans le sens des F ^ ro j ssan t s 

La quantité ^ s’appelle dérivée de F suivant la normale en M 0 à la surface . 

dénomination légitime, puisqu’elle est la limite du rapport de l’accroissement de F 
à la longueur d’un déplacement normal infiniment petit. 

Plus généralement, la dérivée de F dans une direction est la limite du rapport 
de l’accroissement de F à la longueur d’un déplacement infiniment petit, opéré à 
partir d’un point bien déterminé, le long de cette direction. Soit o le vecteur unité 
qui correspond à cette direction, dl la longueur du déplacement infiniment petit, 
opéré à partir de M 0 dans le sens et dans la direction de o, de sorte que 

d\l — dlr> avec dl > 0. 


De la relation (165) nous tirons 
(105) 


d F TI „ 


En particulier, si nous considérons un système fondamental orthogonal et normal, 
et si x, y, z sont les coordonnées du point M dans ce système, on pourra écrire 


F(M) = f(x, y, 


,es dérivées parliidles ’-f sont précisément les dérivées de F suivant les demi- 


droites parallèles aux vecteurs fondamentaux du système. L'équation (165) nous 
apprend alors que les projections orthogonales du gradient sur ces trois vecteurs 
fondamentaux sont précisément 


<V «V <V 

r ‘ y 

^ lj ^ w 

résultat qu’on aurait pu déduire aussi de la confrontation des deux formules 
( 1 66) dV = grad. F . dM , 

( 167 ) df = 'J- dx -I- ^-dy-h^dz. 

i' «L i w i’ v 

D'après cela, une condition nécessaire pour que F possède un maximum ou un 
minimum en un point M 0 strictement intérieur au domaine de continuité de ses 
dérivées sera 

grad. F = 0. 

146 . Application aux transformations autométriques. — La notion de 
gradient s’étend aisément aux fonctions de vecteurs libres. Soit sp (V) une telle fonction. 
Nous poserons encore 

168) 


dtp = grad®. dV. 
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Considérons une transformation autométrique, qui échange V en V', et la forme 
attachée 

(169) Q(V) = V.V\ 

D'après la règle de dérivation du n° iti, nous avons 

dQ = 2P(V, </V), 
en désignant par P la forme polaire de Q ou encore 

dQ ~ 2V'.rfV, 

ce qui montre que le transformé V' de V est donné par 

(170) V' = |grad. U(V), 


ou encore qu’il est égal au demi-gradient de la forme quadratique attachée. 

147. L’opérateur A, et les surfaces parallèles. — A partir d’une distribution 
spatiale de valeurs scalaires F(M) ou. comme on dit, d'un rhum]) scalaire, nous avons 
défini, d’une manière invariante, un champ vectoriel, en liant à chaque point M le 
gradient correspondant de F(M). De ce dernier, on peut déduire un nouveau champ 
scalaire invariant, égal en chaque point de l’espace au carré de la longueurdu gradient. 
L’opérateur par lequel on déduit ce champ du champ initial se représente par la 
notation A r Soient x , y, z les coordonnées de M dans un système fondamental 
orthogonal et normal. Si l’on a dans ce système 


on en déduira 


(171) 


F(M) = f{x, y, z). 



Considérons une surface S, et sur ses normales, à partir de leurs points d’inci- 
dence, portons une longueur constante /. Nous obtenons une surface S/ parallèle 
à S : chaque normale à S est également normale à S . Considérons la famille des 
surfaces S/ correspondant aux diverses valeurs «lu paramétré /, et définissons une 
fonction de point, constante sur chacune d’elles : soit ^(/) la valeur de cette fonction 
sur la surface S/. La nouvelle fonction qu’on déduit île la fonction F(M) ainsi con- 
struite en lui appliquant l’opérateur A, aura pour valeur 

A, F(M) =?'*(/). 

Pour les fonctions F(M) de cette catégorie, il y a donc dépendance entre F(M) 
et A, F(M). La réciproque est vraie : si les fonctions F et A, F sont lices par une 
relation de la forme 


(172) 


A, F = ’F(F), 


les surfaces F(M) =C ,# sont parallèles. 
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Four le démontrer nous simplifierons d’abord l’équation (472). Nous remar 
querons à cet effet qu’en désignant par i» une fonction quelconque de F l’équation 


o> = <I>(F) 


entraîne 

doi = <l>'(F)tfF, 

d’où 

grad o> . dM = <t>' (F) grad F . dM, 

et par suite 
(173) 

Il eu résulte que 

gradw — <ï»'(F) grad F. 

(174) 

A,<o = «P' 1 2 (F) A t F ; 

en posant 



nous ramènerons donc l’équation (172) à la forme (') 

(175) = 1 . 

Il suffit d’étudier l’équation (175). Considérons les surfaces où F(M) prend une valeur 
constante, soit C, ou, ce qui revient au même, les surfaces où w (M) prend la valeur 
constante <I> (G). Les trajectoires orthogonales de ces surfaces sont définies par la 
condition 

dM = d/.gradw. 


Puisque le vecteur grad. « a pour longueur 1, la longueur de d.M est précisément dl. 
Écrivons l'équation précédente sous la forme 

(176) ~ = grado>, 


dm 

et calculons ^- s - . Si nous montrons que cette quantité est nulle, les coordonnées de M 

seront des fonctions du premier degré de /. Donc les trajectoires orthogonales seront 
des droites et le théorème sera établi. 

Pour évaluer il nous faut calculer 

d . 

^ grade». 


Nous n’avons pas eu l'occasion d'étudier la dérivation géométrique d’un gradient. 11 
arrive ainsi fréquemment, dans les applications du calcul vectoriel, qu’il se présente 
des combinaisons d’opérations non encore étudiées. Dans ce cas, qu’on n’hésite jamais 


(1) L’hypothèso de la dépendance de F et de AiF entraîne donc que, parmi tous les 
modes d’attribution d’un paramètre distinctif à chaque surface F = c'* , il existe un mode 

privilégié, celui qui consiste à choisir pour paramètre la quantité w ou une variable liée 
linéairement à u>. 



ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS DES FONCTIONS SCALAIRES 159 

à revenir aux coordonnées, en se souvenant toutefois du caractère invariant des 
calculs accomplis. 

Cette manière d’opérer fournit ici une solution immédiate. En effet, l’équation (176) 
est équivalente aux trois suivantes 

(lx au> dy ,\o dz Ni» 

Hï a x ' dl ÿÿ' dl ïz' 

dont la dérivation nous donne 

dd’X co dx dy A-o> dz ?(o ,"'ü> 

37* ?x 2 dl è x ï y dl ?xï z dl ? jr ’ 5 x ?x?y a t/ ïxJz 5 ; ’ 

et deux équations analogues, mais alors on reconnaît dans les seconds membres les 
demi-dérivées partielles par rapport à .r, y, : de la fonction 



et il nous reste finalement 

dm 1 , ^ 

^= ï9 ra« V- 

Puisque A,, oj est égal à 1, en vertu de l’équation (175), le second membre est nul et 
le théorème est démontré. 

Dans les applications, on a fréquemment à calculer le gradient d'une fonction de 
la distance d’un point à un plan, à un axe, où à un point. Les surfaces sur lesquelles 
une telle fonction prend des valeurs constantes sont des plans parallèles, des cylindres 
de révolution de même axe, ou des sphères concentriques. Cos surfaces ont en 
commun la propriété d’être parallèles. Sur chacune d’elles la longueur du vecteur 
gradient sera donc constante. Quant à sa direction, elle sera celle de la perpendicu- 
laire au plan, du rayon du cylindre, ou du rayon de la sphère suivant que la fonction 
appartient à l’une ou à l’autre des trois catégories précédentes. Examinons successi- 
vement les trois cas. 

148. Gradient d’une fonction de la distance d’un point à un plan. — Soit 
le plan P. Prenons un point quelconque M et sa projection m sur le plan P. Soit u un 
vecteur unitaire normal au plan P. En désignant par r un scalaire, nous pouvons 
écrire 

mU = aru. 

La fonction F(M) est, dans l’hypothèse actuelle, exprimable au moyen de la seule 
variable x y sous la forme f{x). Nous aurons donc, dans ce cas, 

(177) grad F(M) = / v (x)u, 

relation qu’on pourrait déduire aussi de l’identité de définition 

dV = grad F(M ) . rf.M ; 
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cetle dernière fournit ici une vérification du résultat obtenu, car en y remplaçant 
grad F(M) par la valeur (177), on trouve 

f ( x ) dx = f'(x) u . cZM . 

Or le produit scalaire u.rfM est bien égal à dx. 

149 . Gradient d’une fonction de la distance d’un point à un axe. — 

Considérons un axe fixe A, et projetons un point M de l’espace en m sur cet axe. 
Désignons par p la distance mM et soit F(M) une fonction réductible à l’expression /'(p). 
Le gradient de cette fonction, d'après tes remarques du n° 147, sera de la forme 

grad F (M) — ?(p)mM. 

Pour déterminer o (p), servons-nous de l’identité de définition 

d F = gradF(M).tfM. 

En y portant la valeur précédente, nous aurons 

f'(?)d?~ (?(p)mM.(iM = <p (?)?dp, 

d’où 


et par suite 


(178) 



gradF(M) = /’ , ( P ) 


mM 


160 . Gradient d'une fonction de la distance d’un point à un centre fixe. 
— Considérons un centre fixe 0, un point quelconque M, et une fonction F(.M) qui 
dépend uniquement de la distance 

OM = r. 

Soit f(r) l’expression de F(M) au moyen de r. D’après les remarques du n° 147, 
nous pourrons écrire 

grad F ( M ) = <p (r)OM. 

Pour déterminer la fonction cp(r), nous aurons de nouveau recours à l'identité de 
définition, qui nous donne ici 

</F = f (r) dr = grad F (M) . dM = Ÿ (r) OM . (ZM, 

d’où 

f’(r)dr = f(r)rdr, 

et par suite 



En définitive, nous aurons donc ici 

(179) grad r(M) = />)?¥, 

formule tout à fait analogue à la formule (178). 
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151 . Composantes du gradient dans un système quelconque de coor- 
données. — Supposons que l'on fasse subir aux nombres x , y, s, qui expriment les 
coordonnées du point M dans un système orthogonal et normal, un changement de 
variables délini par les formules 


x = f(u, v, w), 

!/ — !/(“ , v, w), 
z = h(u, v, te). 

Pour individualiser un point M de l’espace, on pourra donner les nombres u. v, w 
qui constituent, dans un sens généralisé, un nouveau système de coordonnées de ce 
point. Avec ces nouvelles notations, nous serons amenés à écrire 


... éM , . 

«M = du -t- - (fv h- dw. 

? U ÏV ? (V 


Considérons une fonction «b( M), qui s'exprimerait à l'aide des coordonnées généra- 
lisées sous la forme tp (u, v, w). Appliquons la déliuiliou du gradient : 


(H» = grad<I>(M) .</M, 
ou 

d d> = grad ‘I> (M) . ~ du grad »1> ( M ) . d v -h grad <l> ( M ) . d m. 


Cette relation nous fait connaître les trois composantes covariantes de grad'I>(M ), 


dans le système fondamental des trois vecteurs 




é .M N 

. INous aurons 
: w 


gradd*(M). 

grad<I>(M). 

grad<I>(M). 


? M ? cp 

au au’ 

a M a o 

au a v ’ 

a M a f 

a w a w 


Pour trouver les composantes contrevariantcs du gradient dans le même système, 
on aura recours à l’expression de d M a , lacpiclle est une forme quadratique, en 
du, dv, div. Le calcul se fera d’une manière analogue à celle que nous avons 
indiquée au n° 124. Sans traiter le cas général, envisageons le passage des coor- 
données orthogonales et normales aux coordonnées sphériques. Posons donc 


Nous aurons 


x — r sinô costp, 
y = r sinO sintp, 
z = r cosO. 


rfM* = dx 8 -t- rfy 2 -h di~ — dr- r'd O 2 -t- sin^cfa-*. 


Les vecteurs fondamentaux sont respectivement 



gradient de la fonction 


F (M) = /(»•» ?)• 


.M 

.>0 ’ * 


Soit à évaluer le 


Boui-kiakd. — Géométrie vectorielle. 


11 
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D’après les formules précédentes, nous aurons 

gradF(M).^ = ^, 
gradF(M).t“ = ’-{, 
grad F <M).^ = ;i, 

formules dont nous allons tirer les coordonnées contrevariantes, de manière à expli- 
citer le gradient cherché sous la forme 


gradF(M) 


.<tM , 

h - — K'-t + / - - . 
, )r ."'O 2cp 


Faisons le produit scalaire des deux membres par et et remarquons 

qu’après celte opération, les coefficients de //, /., l dans le second membre sont des 
coefficients de l’élément linéaire. Il y a d’ailleurs simplification par l’annulation dt*s 

trois produits P rovenan ^ ( * e * a triple orthogonalité du 

système. On trouve finalement 


(180) 




gradF(M) 


a/’.'JW 

?r ?r 


^ 1 M 
r- i>0 


/- 1 V 

r 2 sin J 0*v f ’ 

, J 

r* sin 2 6 .''cp 


La formule (179) n’est qu’un cas particulier de cette formule générale, celui où 

*-i et sont nuis. Il est manifeste qu’on peut écrire indifféremment 1 ^ ou . 

.ïO j<p 1 1 .'r r 


152. Vecteurs et opérateurs» scalaires invariants, dans l’étude 
simultanée de deux ou de trois fonctions de point. — Nous resterons 
dans le domaine métrique. Soient F(M) et G(M) deux fonctions du point M. En 
désignant par a et (î deux constantes quelconques, les équations 


F(M) = «, 
G(M) = p 


représentent une courbe C,?, intersection des deux surfaces définies par chacune 
d’elles. 

Les éléments différentiels du premier ordre, relatifs à chaque fonction F et G, se 
déduisent respectivement de leurs gradients. Toute combinaison invariante, scalaire 
ou vectorielle, de ces deux gradients interviendra dans l'étude simultanée des fonc- 
tions F et G. 

Par définition, nous poserons 


(«O 


A (F, G) = grad K . grad G , 
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opérateur qui, eu coordonnées orthogonales et normales, conduit à l'expression 

, ‘V >!) ! , V >9 
?xïx ?y?y ï z ïz' 

lorsqu’on l’applique aux deux fonctions 

F = y ' s), 

G = </(** ?/, s). 

Lorsque G est identique à F, cet opérateur se réduit à l'opérateur A t , précédem- 
ment étudié. 

On peut remarquer que le système des courbes (j„ ? n’est pas modifié, lorsqu’aux 
fonctions F(M) et G(M), on substitue deux nouvelles fonctions «I»(F, G) et *F(F, G)(»). 
En généralisant le raisonnement d’où nous avons déduit la formule (173) du n° 147, 
nous trouverons 

_ •> <J> 

grad<I> = ^ grad F ~h ^ gradti, 


(182) 

(183) 


grad T = grad F h- ~ grad < î . 


En faisant le produit scalaire, nous obtiendrons la formule 

,, . /'.•»«!» . y «b yr 


<* M > ''') = Vî- i. k A - K ( , ►•M i-’- se , ) a < K - °> + Mi Mi a ' ü ’ 

qui fait connaître le mécanisme de transformation de l’opérateur A, lorsqu’on pro- 
cède à un changement du couple F, G, en respectant le système des G.j. Celte for- 
mule contient comme cas particulier la suivante 

(185) 4, 4. = (;- t .) A, F + A (F, fi) + ) A, G. 

Passons maintenant à l’étude du produit vectoriel 

grad F A grade. 

Il est perpendiculaire au plan de la normale à la surface F = c ,r et de la normale à 
la surface G = c , ‘\ Sa direction est donc celle de la tangente en M à la courbe C„ ? 
qui passe en ce point. Pour trouver la loi de transformation de ce vecteur, multi- 
plions vectoriellement et membre à membre les équations (182) et (183). 11 vient (*') 


(186) 


gradd» A grad T = | grad F A grad G. 

•J \ ^ i ) 


Supposons que F et G soient deux fonctions indépendantes. Pour que 4» et 'F 
soient dépendantes, il faut et il suffit, en vertu de cette formule, que fou ait 

gradd» A grad 'F = O 

(1) Dans l’attribution à chaque courbe C<,s du système de deux paramètres distinctifs, il 
n’existe, en général, aucune raison de donner la préférence n tel ou tel couple de fonctions 
de points : il n'y a pas de couple privilégié. 

(2) La quantité n est autre f I ue ,e déterminant fonctionnel ^ des 

deux fonctions <!> et U', dont l'annulation exprime la dépendance de res fonction.*. Voir 
Goursat, Analyse, t. I. 
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ou encore 

grad 'F = À grad <l> ; 

dans ces conditions, la quantité X sera elle-même fonction de <I> et aura pour valeur 
d x V 

d’après l’identité de définition du gradient. 

Dans l’étude simultanée de trois fonctions de points F(M), G(M), U(Mj se pré- 
senterait pareillement le déterminant 


(grad F, grad G, grad II) 

et on démontrerait d'une manière analogue que son annulation équivaut, si elle a lieu 
identiquement, à l’existence d'une relation entre les fonctions F, G, Il lorsque trois 
gradients sont coplanaires, et de deux relations si ces gradients sont colinéaires. 

Notons enfin une particularité remarquable : étant données trois fonctions F, G, H 
indépendantes, si à chaque point M de l'espace, on associe les valeurs 


u — F(M), w = G(M), w = H (M) 


de ces trois fonctions, on pourra avoir l’occasion de lier à ce point M deux systèmes 
de vecteurs, dont la considération s’impose d'une façon toute particulière à notre 
attention, (le sont respectivement les deux systèmes 


(il) grad F (M), gradG(M), gradlI(M) 


d’une part, et 


(S) 


.■> M ? M .VU 

?u ' ïv ’ ?u> 


de l'autre. Remarquons que d’après la définition du gradient, on peut écrire 

gradF(M).dM = du, gradG(M).dM = do, gradlI(M).</M = dn\ 

formules qui expriment que le vecteur rf.M a mêmes composantes, de la première 
espèce dans (S) et de la seconde dans (il). Comme </.\ 1 est arbitraire, ces deux sys- 
tèmes sont donc réciproques au seus du n° 78. 

153. Elude métrique de la différentielle seconde d'une fonction 

F(M). — La différentielle seconde, que nous avons écrite précédemment sous la 
forme 


(187) d 5 F = ‘1> 2 (M 0 , 'd\l ) , 

peut s'obtenir en partant de la différentielle première 

rfFzzr^M,, (IM), 

et en prenant la différentielle de celte quantité, lorsqu'on regarde d M comme con- 
stant. On obtient ainsi une forme quadratique du vecteur </M. Eu recourant à l’expres- 
sion f{x y »/, z) de F(M) dans un système fondamental orthogonal et normal, cette 
forme quadratique peut s’écrire 


(iss) d? f = -h r:/y' ■+• rj * + r;.jydz + •mj-.d* + *n.j**i- 
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Pour obtenir ses directions principales, il faut exprimer qu’il y a dégénérescence 
de la forme 

d* F — sofM- 

qui, dans le système précédent, s'écrit 

(/I; - »)<*** + (/« - + (A - 0 4-2 H SC ** H- 

La quantité s devra vérifier l'équation 


(189) 


r:> - * /;,,, 

/ V/ rtf ^ -n 

T :'U /y* ^ / y.', 

/ > tt fit 

x„î, / y,*, I ■ 


0, 


dont les coefficients sont des invariants, conformément à la théorie générale du n° 87. 
Ces coefficients sont respectivement, après suppression dos indices, propres à distinguer 
un point particulier M 0 : 


1° le hessien 

(190) 

2° l’expression 


/ *// sit s if 

j» I iy /j: 

/ '!• sir ru 

j y / »/■ / î/s 

/;. /■;, /t. 


(toi) - (o* -i- - (o* + /:■/: - </;> ! ; 

3° le laplacien 

(192) ^f(.m) = /;. + /:. 


cette dernière opération possède une importance capitale dans la théorie du potentiel 
newtonien et dans toutes les questions de physique mathématique qui s'y rattachent 
(équilibre électrique, équilibre calorifique, hydrodynamique, etc..,). 

Nous limiterons à ces généralités l'étude des opérateurs différentiels invariants 
attachés aux champs scalaires, et nous passerons à l’étude analogue pour les champs 
vectoriels. 


V 


Éléments différentiels invariants des champs de vecteurs. 

Transformations finies et infinitésimales. 

154. Transformation infinitésimale attachée un champ de 
vecteurs. — Si l’on fait correspondre à chaque point M de l’espace (en géométrie 
linéaire ou en géométrie métrique) un vecteur MV lié a ce point, on définit un 
champ vectoriel : nous en avons rencontré un exemple dans la théorie métrique des 
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systèmes de vecteurs glissants, où nous avons étudié le champ vectoriel constitué par 
les moments résultants aux divers points de l’espace (n os 105 et suivants). 

Nous nous proposons de montrer qu'on peut à tout champ vectoriel faire corres- 
pondre, d’une manière univoque, une transformation infinitésimale, et qu'inversement 
toute transformation infinitésimale donne naissance à un champ vectoriel. En adoptant 
ce point de vue, nous aurons l'avantage de relier les notions que nous allons introduire 
à la cinématique des fluides. Considérons une portion d’une masse fluide qui à 
l’instant t emplit le volume ‘0 d’un certain domaine, et à l’instant t-+-dt emplit le 
volume T)' d’un domaine infiniment voisin. Une certaine molécule occupe d’abord une 
position M à l’intérieur de T>, puis une position M' à l’intérieur de T)'. Nous sommes 
donc conduits, pour étudier le changement de configuration de notre masse fluide, 
entre les instants t et t-\-dt, à considérer la transformation ponctuelle qui fait cor- 
respondre les deux points M et M', positions d’une môme molécule à ces deux 
instants. Cette transformation est une transformation infinitésimale, puisque dl est 
un infiniment petit. Pour la définir on peut, en chaque point M de l’espace, se donner 
le vecteur infiniment petit MM', ou, ce qui est plus commode, la limite de 

MM' 

dt ’ 

qui, au point de vue cinématique, n’est autre que la vitesse de la molécule qui passe 
en M à l’instant l. 

A la transformation infinitésimale qui définit le changement de configuration du 
fluide entre les instants t et t-\- dt, on peut donc associer un champ vectoriel, celui 
des vecteurs vitesses des molécules à l’instant /, et inversement, tout champ vecto- 
riel donne naissance à une transformation infinitésimale, définie par la relation 

MM' = V*, 

en appelant V le vecteur du champ lié au point M : c’est la transformation infinité- 
simale attachée à ce champ. 

L’intervention de notions empruntées à la cinématique n’est du reste qu’appa- 
rente, et pour rester dans le domaine purement géométrique, il suffit de considérer 
t (qui, en cinématique, représente le temps) comme un paramètre absolument quel- 
conque. Grâce aux remarques précédentes, on peut donc faire indifféremment la 
théorie des transformations infinitésimales ou celle des champs de vecteurs. 

165 . Composition des transformations infinitésimales. — Nous avons 
expliqué, au n° 7, comment s’opère la composition de deux transformations ponc- 
tuelles quelconques, prises dans un ordre donné : appliquant la première à un point 
M, on en déduit un point M', que la seconde change en un point M"; la transformation 
composée consiste dans la loi qui fait correspondre M et M". En géuéral, la compo- 
sition de deux transformations finies n’est pas commutative. 

Nous allons montrer que les transformations infinitésimales se composent entre 
elles suivant le processus fort simple de l'addition géométrique , et par suite que 
leur composition est commutative. 
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Pour l'établir rigoureusement, raisonnons sur des familles de transformations 
ponctuelles dépendant, d’une manière continue, d'un paramètre t , et qui se rédui- 
sent, pour 1 = 0, à la transformation identique. Nous nous placerons même, bien 
qu'on puisse faire des hypothèses plus larges, dans le cas où toutes les dépendances 
mises en jeu dans la question sont de nature analytique. Une famille de transforma- 
tions du type précédent sera dès lors déiiuie par une équation de la forme 

(193) MM' = V, (M )t -+- V,(M)£ 4 - ... 4 - V„(M) ; '-‘ -h . . . , 

en désignant par V,(M), V 2 (M), V„(M) des grandeurs vectorielles bien déter- 

minées en fonction de la position du point M. A une famille du type précédent 
correspond la transformation infinitésimale définie par l'équation 

(193 bis) MM'° = V,(.M)tf/. 

dont le second membre se déduit de celui de la précédente en lut substituant sa 
différentielle pour t — 0. Considérons une famille analogue, qui pour la valeur/ 
fait correspondre à M le point M', déliai par 

(194) mm; = W,(M )t -4- W,(M) ;' n -4- . . . 4 - W„(M) 

Au point M' cette famille ferait correspondre, pour la valeur /, un point M" déliai 
par 

(195) M'M'' = W,(M')/H~W,0r) 2*,+ ... i W„(M') f ~-f .... 

Les transformations composées des deux précédentes formeraient donc à leur tour 
une famille dépendant du paramètre /, et détinie par l'équation 

(196) MM" = [V,(M) 4 - W,(.M [V,(M) h W,(M')]^ 4 - . . 

et se réduisant pour /=() à la substitution identique. Toutefois, dans cette dernière 
formule, le point M' dépend à la fois de M et de t , il est donc nécessaire, pour 
l’écrire sous une forme répondant exactement à celle de la formule (193), décrire 
au préalable les développements 

W.(M') = W, (M) + <W„(M)+ é W„(M) + 

W.(M') = W,(SI) -I- <W„<M) + £w„(M) 


et d’en porter l'expression dans la formule (196), qui devient ainsi 

(197) MM" = [V,(M) -h W 4 (M)]/h- [V,(M) 4- W,(M) 4- 2W„ (M)] c ~ 4- 


• * • 
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La transformation infinitésimale attachée à cette nouvelle famille, c’est-à-dire la 
résultante des transformations infinitésimales attachées aux deux familles (193) et 
(194) est définie par 

(197 bis) MM" 0 — [Vj(M) 4- W,(M)]dI, 

équation qui justifie le résultat précédemment énoncé : pour obtenir le vecteur infi- 
niment petit qui joint le point M à son correspondant dans la transformation résul- 
tante, il suffit de faire la somme géométrique des vecteurs infinitésimaux 

V,(M)rf< et W,(M)rf/ 

obtenus en joignant le point M à son correspondant dans chaque transformation com- 
posante. La formule (197) nous montre en outre qu’à partir des termes en t\ se fait 
sentir, dans la composition des transformations finies, l'influence de l’ordre de ces 
transformations. 

La règle de composition des transformations infinitésimales s’énonce simplement 
en faisant appel aux champs vectoriels qui leur sont attachés, conformément au point 
de vue du n° 154. Cette composition s’effectue en sommant géométriquement ces 
champs vectoriels. 

156. Étude locale d’une transformation quelconque : transformation 
linéaire tangente. — Soit une transformation (£>) qui change un point M en un 
point M'. L’étude locale de celte transformation consiste dans la recherche des lois 
qui régissent la correspondance entre les points infiniment voisins de M, et leurs 
transformés, qui sont infiniment voisins de M', si la transformation est continue. 
Bien qu’on puisse établir les résultats que nous avons en vue à l’aide d’hypothèses 
moins restrictives, nous supposerons que la transformation considérée est analytique. 

Désignons par p une variable scalaire infiniment petite, par V un vecteur libre 
quelconque, par N le point infiniment voisin de M tel que 

MN= P V; 

par N' le correspondant de N dans la transformation (S). Le vecteur M'N' est déve- 
loppable suivant les puissances de p, et son développement commence par un terme 
en p. lin général, ce terme n’est pas nul et constitue la partie principale du déve- 
loppement de M'N'. Désignons par M'N'j le vecteur, lié à M', dont la grandeur géo- 
métrique est égale à celte partie principale. Nous allons montrer que la transforma- 
tion qui associe les points N et N\ est linéaire. 

Eu effet, lions au point M trois vecteurs quelconques if, 2, 9t, non coplanaires, 
nous pourrons écrire tout vecteur pV sous la forme 

(198) pV = x£-hyQ-+-z8{, 

x , y, z étant eux-mêmes des infiniment petits (’). Aux points P, Q, R tels que 

MP = aj!Î’, MQ = y ( 2, MR = z0t 

(1) Dans toute la suite du raisonnement, nous supposons Implicitement que Ton a 
x = p$, y = prj, en désignant par Ç, r„ Ç des quantités finies. 



ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS DES CHAMPS DE VECTEURS 16 $ 
correspondent, par la transformation (G), des points P', U\ R', tels que Pou ait 


(199) 


M P' = **' H- f r £ u h- -t- . . . , 


M'Q' = ya' + ^ 


?/ a . 


y ft -i- 

- . • • y 


MR' = ■+• .y, i*V" -P . . . , 

— . i # . 


La transformation (‘i 1 ) qui associe, d'une manière générale, les points N et N', fera 
correspondre aux points P, Q, R les points P' t , U',, tels qu’on ait 

MT,' = a- M Q,' = y*, M'Ri = 

Or le transforme N' de N par (G) est délini par une équation 

(200) M'N' = -f- i/lT z'A', 

où x' , y’, z' sont des fonctions de a:, y, ; développables en séries entières. La partie 
principale M'N) de M'N' s'obtient en réduisant ces séries à leurs termes du premier 
degré : la loi de correspondance de N et de N', est donc linéaire, et, eu vertu des 
hypothèses précédentes, nous aurons simultanément 

MN = xiS -t- y ‘2 -| - ; 'a! , 


M'N[ = x£' -t y Ü' H ::>V. 

Donc les développements des coefficients x', y', z' de la formule (200) seront de la 
forme 

x' — x -t-/;(.r, »/, .... 

y’ — y -+- y , (•».-, y, -) -f- 

- — - “f* ô_,(.r, j/, 2) -t- . . . , 


où les symboles indéterminés des seconds membres désignent des fonctions homo- 
gènes de degré égal à. leur indice. 

La transformation (:f) est donc bien linéaire : on l'appelle transformation linéaire 
tangente à la transformation (6), pour le couple de points correspondants M, M'. 
Elle joue le même rôle, dans l’étude locale de la transformation (G), que le plan 
tangent, dans l’étude locale d’une surface. Nous dirons que deux transformations (G) 
et (0)qui admettent un couple commun M, M'sont tangentes en ce couple si, pour 
ce couple, il y a communauté de la transformation linéaire tangente a chacune il elles. 
Soit S une surface quelconque qui passe en M, et qui admet en ce point un plan 
tangent bien déterminé. Les surfaces S' et — qui correspondent respectivement à S 
par (G) et (0) sont tangentes entre elles : c’est là une conséquence immédiate de ce 
qui précède; le lecteur l’établira fort aisément. 

Bornons-nous également à signaler le fait suivant : si l’on compose deux transfor- 
mations, on obtiendra la transformation linéaire tangente à la transformation résul- 
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lante pour le couple (M, M"), en composant les transformations linéaires tangentes 
aux transformations composantes, pour les couples (M, M')et(M', M") respectivement. 

157. Rapport d’un volume infiniment petit à son transformé : jacobien. 
— Nous avons mis en évidence, dans la première partie de ces Leçons , le caractère 
purement linéaire de la notion de volume, qui a été définie pour un parallélépipède. 
Il n’y a pas lieu de rappeler ici comment on étend cette notion au cas d’un domaine 
limité par une surface quelconque. Cette extension fait l’objet d’une étude qui trouve 
sa place dans les cours de calcul intégral (*). Cette étude conduit en outre aux 
résultats suivants, que nous rappellerons pour mieux enchaîner la suite des idées et 
pour mieux indiquer les notations : 

1° Considérons la transformation (®) du numéro précédent, qui change le point 
M en un autre point M', et un volume A englobant le point M et infiniment petit 
dans toutes ses dimensions en un volume A' englobant M' et infiniment petit dans 
toutes ses dimensions. La transformation linéaire (‘A’) tangente à (6) pour le couple 
M, M' fait correspondre au volume A un autre volume A' t , pourvu que le détermi- 
nant de cette transformation (‘A) ne soit pas nul ; moyennant cette condition, il y 
a correspondance biunivoque entre N à l’intérieur de A et N' t à l’intérieur de A)', par 
la transformation (A); il y a également correspondance biunivoque entre N à l’inté- 
rieur de A) et N' à l’intérieur de A' par la transformation (£). Enfin, le déterminant 

T/ 

de la transformation (A) représente indifféremment le rapport ^ ou la limite du 

<tr 

rapport : on dit que ce déterminant est 1 a jacobien de la transformation (C) (*). 

Remarquons que la définition même de la transformation linéaire tangente rend 
intuitive cette dernière proposition, mais qu’au point de vue logique il est nécessaire 
d’en donner une démonstration rigoureuse, et construite par voie déductive, à partir 
de la définition abstraite du volume. 

2° Supposons que par la transformation (t?) il corresponde biunivoquement à un 
volume fini ‘0 un autre volume *0'. Soit F(M) une fonction définie et continue en 
chaque point M du volume H 1 2 ) : désignons par F'(M') la fonction qui prend la même 
valeur en chaque point correspondant du volume A 1 ', par J (M) le jacobien de la trans- 
formation considérée en chaque point M, lequel conservera, dans tout le volume A, 
un signe constant. On démontre que l’on a 

(»«) J^.K'(M')*»i,=jÇ.F(M)|J(M)]d« , 

nu les symboles d’intégration sont relatifs à des sommations étendues aux volumes A 
et A', et où d(D U et dw x ,, signifient respectivement les volumes des éléments englobant 
le point noté en indice. 

Il n’y a lit qu’une autre manière d’écrire la formule classique du changement de 
variables dans une intégrale multiple. 

(1) Cf. Edouard Coursât, Cours d' Analyse mathématique, t. I. 

(2) Jacobien est synonyme de déterminant fonctionnel : cette notion s’est déjà présentée 
au n # 152. 
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158. Application des notions précédentes aux transformations infinitési- 
males. — Considérons la transformai ion infinitésimale définie par la relation 

(202) MM' — V(M)rf/; 

la transformation linéaire tangente en chaque point sera elle-même une transformation 
infinitésimale, et son jacobien sera infiniment voisin de l'imité. Cherchons à exprimer 
la quantité infiniment petite par laquelle il en diffère. Dans ce but, rapportons tous 
les points et tous les vecteurs de l'espace à un même système fondamental : appelons 
x, y, z les coordonnées de M, et x\ t/\ celles de M\ dans ce système. Nous 
pourrons substituer à la relation vectorielle ("202) les trois égalités ordinaires équi- 
valentes 

f x — x — mit , 

(203) \ y — y = vdt, 

( z' — z — wdt, 


dans lesquelles u, v, w désignent les composantes du vecteur V(M), qui sont des 
fonctions connues de x, y, z. La donnée de ces fonctions, ou si l'on préfère celle du 
champ V(M), est, nous l’avons dit (et nous le démontrons ici une fois de. plus), équi- 
valente à celle de la transformation infinitésimale qui change M en M' (cf. n° 1;>4). 
Le jacobien J(M) de cette transformation a pour valeur 


(204) 


J(M) = 


™dt 

'"dt 

l u dt 

?x 

• v y 

? Z 

iï dt 

i +—dt 

'"dt 

ÏX 

‘■'y 

ïz 

* w dt 

> w dt 

1 -i- dt 

?x 

?// 



La différence J(M) — 1 est un polynôme du troisième degré en dt. qui manque de 
terme constant, et qui constitue un infiniment petit équivalent à son terme en dt , 


c’est-à-dire à 


'.lu ?ir\ 

— I 

?y ? z J 


dt. 


En résumé, il est donc établi, au point de vue de la géométrie linéaire, qu'à tout 
champ de vecteurs défini par l’équation 

V(M ) — u(x, y, 3 )Jb-t~ e(x, »/. :):rt-+-M»(x, y, z)G, 

où A, f6, G désignent les vecteurs fondamentaux et où x, y, z représentent les 
coordonnées du point M, est attachée, d’une manière invariante, la fouction scalaire 


.'U .il) .vo 


.''x ?y ?z 


Son produit par dt est un infiniment petit équivalent à J(M) — 1, ou encore à 


T)' . _ T' — V 

V 1 ‘D ’ 


rapport qui exprime précisément la dilatation cubique, à proximité immédiate de M. 
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159 . Divergence. — En analyse vectorielle linéaire, on consacre la dénomi- 
nation de divergence à l’opération qui consiste à passer du champ vectoriel 


«(*, V, 3 )i v{x, y, z ), w(x, y, z) 


? Il ? V 

— - 

?x r> y 


? w 

ÔY ' 


au champ scalaire défini par la relation 

(205) ÿ(M) 

et l’on pose 

*(M) = div. V(M). 

L’opérateur divergence est un opérateur distributif par rapport à l’addition 
géométrique, ce qui signifie (pie l'on a 


div.[V(M) -+- W(.M)] = div. V(M) + div. W(M). 

Au champ V(.M), substituons un champ de la forme p(M) V(M), en désignant par 
p (M) une fonction scalaire du point M, et proposons-nous de calculer la divergence 
dep(.M) V(M). 

La méthode la [dus simple consiste à utiliser les notations relatives à un système 
fondamental particulier. La divergence cherchée s’exprimera ainsi sous la forme 


t'(ptt) Mpe) . 

?x ?z 

ce qui peut s’écrire 


P 




?p ?a 

-f- u r - -h v - -h II 
yg ? 


?0 

J 1 . 


Le premier terme est le produit du scalaire o par la divergence de V(M). Quanta 
l’expression 

a o ? o ? o 

U S 4- D ■ 4_ w I -, 

?x ?y ?z 


elle n’est autre qu’une forme linéaire du vecteur V, dont les coefficients sont 

, LÜ , . Q n l’obtient donc en appliquant au vecteur V la forme linéaire constituée 

par ce que nous avons appelé le gradient linéaire de p, ce que nous noterons de la 
manière suivante 

gradl p (V). 

Nous pouvons donc écrire finalement 

(20(1) div. pV = p div. V -h gradl, (V). 


En géométrie métrique, la formule précédente prend la forme usuelle 


(207) div. p V = p div. V -I- V. grad p, 

dans laquelle le second terme du second membre est le produit scalaire de V et du 
gradient (métrique) de p. 



ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS DES CHAMPS DE VECTEURS 173 

160. Transformations linéaires infinitésimales au point de vue métrique. 
— L’opération de composition que nous avons définie au n® 7 pour deux transfor- 
mations quelconques s’applique en particulier au cas de deux transformations linéaires, 
finies ou infinitésimales. 

On peut d autre part combiner entre elles des transformations linéaires par voie 
d'addition géométrique. Soient deux transformations (G') et (G”), qui conservent un 
même point 0 ( l ), et qui font correspondre respectivement à un même point M les 
points M' et M". Soit P le point tel que l’on ait 

OP = OM'-i-OM". 

La transformation (S) qui fait passer du point M au point P est une transformation 
linéaire conservant le point 0. On dit que la transformation (S) est la somme géomé- 
trique des deux précédentes. 

Au point de vue des transformations finies, on obtient des résultats differents, d’une 
part en composant les transformations (G') et (G"), d’autre part en les additionnant 
géométriquement. Au point de vue infinitésimal , il g a identité entre la compo- 
sition et l'addition géométrique, en vertu du théorème général établi au n° 1 

Au point de vue fini, toute transformation linéaire faisant correspondre au point M 
le point M' peut s’obtenir en composant la translation MM' et une nouvelle transfor- 
mation linéaire qui conserve le point M'. A une sphère, de centre M' correspondra par 
cette dernière un ellipsoïde de centre M'; à tout système trireetangle de diamètres de 
cette sphère correspondra un système de diamètres conjugués de cet ellipsoïde; soit 
en particulier M'A, M'B, M'G le système de trois rayons, deux à deux orthogonaux 
de la sphère, qui se transforme dans le système M'A', M'B', M'G' des demi-axes de 
l’ellipsoïde. Profitons de l'indétermination de sens dont nous disposons pour ces trois 
derniers vecteurs pour assurer aux Irièdres M'ABG et M'A'B'G' une orientation com- 
mune. Notre transformation linéaire (conservant M') peut s’obtenir en composant la 
rotation qui superpose le premier de ces trièdres au second, puis une nouvelle trans- 
formation linéaire, qui admet M'A, M B, M G comme droites invariantes. Au point P 
tel que l’on ait 

M'P = x M'A -h y M B -t~:M'C 
correspond par celte transformation le point P' tel que l’on ail 

M'P' = x M'A' -f- y M'B' -f- ;M'C' = x.rM'A JJ y M'B -1- V :M'C. 

Cette dernière transformation est autométrique, puisqu'elle s’obtient en substi- 
tuant au point P de coordonnées rectangulaires x, y , z le point P' de coordonnées 
rectangulaires o.x, JJy, qz (cf. n° 1>1). Nous pourrons donc énoncer le théorème 
suivant : 

Toute transformation linéaire finie s'obtient en composant une translation , 
une rotation et une transformation autométrique, dans 1 ordre ci-dessus). 

(1) On peut supprimer cette restriction en raisonnant sur des transformations linéaires 
de vecteur libre à vecteur libre, c’est-à-dire definies ponctuellement à une translation 
près. 
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Après cette digression, revenons maintenant aux transformations linéaires infini- 
tésimales, qui sont notre but actuel. On peut appliquer à ces transformations le 
théorème précédent, ce qui nous conduit à l’énoncé que voici : 

Toute transformation linéaire infinitésimale s'obtient en composant une 
translation , une rotation , et une transformation autométrique infiniment petites. 
Seulement ici, en vertu d’une remarque déjà faite, cette composition peut s’opérer 
par voie d’addition géométrique et, par suite, dans un ordre absolument quelconque. 

11 nous reste à indiquer comment sera déterminée chacune de ces transformations 
partielles. En ce qui concerne la translation, il n’y a rien à changer; on donnera le 
vecteur infiniment petit qui lui est propre. De même, pour la transformation automé- 
trique, on fera connaître les directions principales et les coefficients dont elles sont 
douées, ou mieux les quantités infiniment petites dont ces coefficients diffèrent de 
l'unité. 

Il nous reste à définir la rotation, et il importe à cet égard d'indiquer un résultat 
essentiel; il fait l’objet du théorème suivant : 

Théorème. — Le champ vectoriel qui correspond à une rotation infinitési- 
male , d'après le mode défini au n° 154, est celui des moments , aux divers points 
de l'espace , d'un vecteur unique porté par l'axe de cette rotation. 

Considérons d’abord une rotation finie, d’un angle /, autour d’un axe A, défini 
en direction et sens par son vecteur unité 3. Appelons M un point quelconque, m sa 
projection orthogonale sur l’axe, et .M' le transformé de M après la rotation. Le sens 

positif des rotations autour de A est celui de m M vers 
mil,, en posant 

mM, = 3 A mM. 

Cela posé, nous aurons évidemment 

mM' = mM cos t ■+■ mM, sin t. 

Une rotation finie est donc déterminée par l’équation 

(20N) MM' = — mM ( 1 — cos t) -f- 3 A mM sin t ; 

le second membre est une fonction du vecteur mM d’une part, et de la variable t 
d’autre part, et pour passer à la rotation infiniment petite, il nous suffit de substituer 
à ce second membre sa différentielle pour t = 0 , ce qui nous donne 

(209) MM'° = (3 A mVL) dt. 

Étant donné le choix spécial fait ici pour le paramètre C nous sommes donc 
conduits, pour réaliser une rotation infinitésimale, à construire en chaque point M de 
l’espace le moment du vecteur unité de son axe et à en déduire le déplacement 
infiniment petit MM 0 subi par le point M en multipliant ce vecteur par l’angle infini- 
ment petit dt. 

Au point de vue cinématique, cela revient à dire que si un corps solide est animé 
autour de A d’une rotation dont la vitesse angulaire est égale à l’unité, la vitesse 
d’un point M dans ce mouvement est le moment par rapport à ce point du vecteur 
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unité porté par l'axe. D’une manière générale, on obtiendra la vitesse du point M, 
dans un mouvement de rotation quelconque autour de A, en prenant le moment par 
rapport à M du vecteur <o8 de A, en appelant <«> la valeur algébrique de la vitesse 
angulaire. 

Ce théorème est la source commune de toutes les propositions qui constituent la 
cinématique du corps solide. Sans prétendre exposer ici cette importante question, 
faisons quelques remarques qui seront essentielles pour la suite. 

Au n° 66, nous avons distingué, sous le nom de transformations métriques, celles 
qui conservent les distances et par suite tous les éléments métriques. Il y a lieu de 
subdiviser à leur tour les transformations métriques en deux catégories : 

1° celles dont le déterminant est -4- 1 (déplacements) ; 

2° celles dont le déterminant est — 1 (déplacements accompagnés d’une 
symétrie). 

Toute transformation linéaire infinitésimale ayant son déterminant infiniment voisin 
de l’unité, il va sans dire qu’une transformation métrique infinitésimale a nécessaire- 
ment un déterminant égal à — t— 1 . Ainsi donc : 

Les transformations métriques infinitésimales sont des déplacements. 

Conformément au théorème général qui vient d’être établi pour les transfor- 
mations linéaires finies, tout déplacement peut s’obtenir en composant une transla- 
tion suivie d’une rotation. La même règle s’applique donc aux déplacements infini- 
tésimaux, avec la possibilité d’opérer ici la composition par voie d’addition géomé- 
trique. 11 en résulte immédiatement le théorème suivant : 

Le champ vectoriel qui correspond à un déplacement infinitésimal (suivant le 
mode du n° 154) est celui des moments résultants, aux divers points de l'espace , 
d'un système de vecteurs glissants. 

Le vecteur du champ s’obtient en effet en composant par addition géométrique le 
vecteur correspondant à la translation (vitesse de translation) et le vecteur corres- 
pondant à la rotation (vitesse de rotation), c’est-à-dire en faisant la somme géomé- 
trique d’un vecteur de grandeur constante et du moment d’un vecteur fixe (porté 
par l’axe de rotation) : d’après la relation (91), c’est bien là le mode de génération 
propre au. champ des moments résultants d’un système quelconque de vecteurs 
glissants. 

Nous n’insisterons pas davantage sur ces questions, et nous déduirons des notions 
acquises précédemment un nouvel élément différentiel, de nature vectorielle, lié à un 
champ de vecteurs, en chaque point de ce champ, d’une manière invariante. On a 
proposé pour cet élément les noms de curl, de tourbillon et de rotationnel. Nous 
adopterons ici cette dernière dénomination. 

161 . Déformation pure. Rotationnel. — Considérons un champ de 
vecteurs en géométrie métrique, ou, ce qui revient au même, d’après la remarque 
générale du n° 154, la transformation infinitésimale correspondante. En chaque point 
du champ, associons à celle-ci la transformation linéaire tangente : cette dernière 
résulte d’une translation, d’une rotation, et d’une transformation autométrique infini- 
ment petites. Tous les éléments caractéristiques de ces transformations seront 
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autant d’éléments invariants, attachés en chaque point au champ de vecteurs étudié. 

Pour plus de clarté, revenons au point de vue cinématique. Chaque vecteur du 
champ nous représente la vitesse d’une particule fluide, à l’instant considéré. Cette 
vitesse, c’est précisément celle de notre translation inliniment petite, qui ne fournit 
par suite aucun élément nouveau. Par contre, d'après un théorème précédent, les 
vitesses qui proviennent de la rotation infiniment petite peuvent se déduire d’un 
vecteur porté par son axe et proportionnel à sa vitesse angulaire. C’est ce vecteur, 
muni d’un coefficient de proportionnalité opportun, qui constitue le rotationnel. 

Supposons tous les points et tous les vecteurs rapportés à un même système 
fondamental, orthogonal et normal; soient u, v, w les composantes du vecteur du 
champ au point x, y , z. La transformation infinitésimale qui correspond à ce champ 
est définie par les équations 

( x — x — udt , 

(210) < y' — y — vdt , 

( z' — z — wdt . 

Elle transforme le point N (x 4- /<, y 4- k, z 4- /) en un point N' de coordonnées 

x h u{x h, y -h /c, z 4- l)dt, 
y -H k 4— w (a? 4— A, y 4~ k, z 4- l)dt , 
z 4" 1 4- w 1 (.r 4- k , y 4~ k, s 4~ l'jdt. 

Les composantes du vecteur M'N' sont donc 

h' = /i + [u(i4- /t, y -4- k , z 4- /) — u (ar, y, z)]dt, 

le' = k 4- [v{x 4- /t, y 4- k, z 4- l) — u(x, y, z)] dt, 

V — l 4- 4 -h, y 4- k, z 4- l) — n'(x, y, z)]dt, 

et celles de sa partie principale sont 


h II 4- — dt] 4- k- dt 4- l-dt. 

L j ?y 

?z ’ 

h*?.di + k\i + — dt 

1 4-r^ ; d<, 

?x L ?y . 

J ?s 

h — dt 4- k—dt 4- l r 

4 4- ~dt 1 

ïy L 

] 


D’après la définition donnée au n° 456, la transformation linéaire tangente 
sera donc définie par les équations 


( 211 ) 


K 

k\ 


k™di 


i-fi+'-dtl 

> y J 

dt 

y 


h—dt 

ïx 


V à* 

r' v dt, 

i’ ** 


/; = *—* + k-”dl + 4l +• ^'<*(1 

1 >y L “J 
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Utilisons ici une remarque générale : 

Toute transformation linéaire est la somme géométrique d'une transforma- 
tion autométrùjue, et dune transformation dégénérer du type planaire, qui fait 
correspondre à tout vecteur son produit géométrique par un vecteur fixe. 


Soit en elTet une transformation linéaire (île vecteur à vecteur!, qui fait corres- 
pondre au vecteur V le vecteur V'. Donner celte transformation équivaut, nous 
l’avons remarqué, à donner la forme bilinéaire 

x(v, v.wv.v;. 

Cqla posé, nous pourrons toujours écrire 


-/(V, V.) 


*(v, vjjbxjV,. v> 


y i V,. V! 


Nous décomposons ainsi la forme bilinéaire / V. V,i en une somme de deux autres 
formes, l’une symétrique, à laquelle correspond une transformation automéli ique, et 
l’autre alternée : a cette dernière correspondra une transformation changeant tout 
vecteur V en un vecteur V", tel que le produit scalaire V . V soit une fonction 
alternée de V et de V, , d’expression 

v.v:-, -^ V ’ v ” v '. 


Or, tout volume tel que (A, V, V,! où A désigne un vecteur fixe, constitue une 
fonction bilinéaire alternée de V et de V,. Réciproquement, toute forme bilinéaire 
alternée de V et de V, a pour expression (A, V, V,), pour l'unique raison que ce 
dernier symbole présente le même degré de généralité qu'une telle forme : il 
renferme bien, comme elle, trois coefficients scalaires arbitraires. Nous pouvons donc 
écrire 

V.V'; A, V, V,;. 

relation qui, d’après la délinition (7">) du produit géométrique, nous montre que 

V" V, A A. [C. <J. F. D.) 


Appliquons cette remarque à la transformation délinio par les formules (-11). En 
vertu de la symétrie du tableau des eoel’licients d’une correspondance autométrique 
(par rapport à sa diagonale), nous sommes amenés à écrire ces (ennuies de la 
manière suivante : 


; , /?v , ?u \ dt , I . ?v 

M){l‘i= i '(?ï + >y)ï + k \ ' + y, 


?u\ tll 


y 3 dt I 

? \ dt 


+ 1 1 1 


?w,,U 

-+ 


t écrire ces 

formules 

[£-£)'- 

\?x 

y J 




\hj-?y) h 

■ 1 'y 





\,v- 

^ x / 


D’une part, nous mettons ainsi en évidence une transformation autométrique inva- 
riante, dérivant de la forme quadratique 


(214) 


A* fl 




-h kl 


, , ?v è tr ! 

cl 1 ! 

ès èyj 


dt -F- l/l 


? W ? U 

?x ? Z 


dt -+- hk 


? U ? V 

—f— — 

?g ?x 


Boulioand. — Géométrie vectorielle. 


12 
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et qui représente, au point de vue local, les effets proprement dits de déformation, 
dégagés de tout déplacement. D’autre part, nous faisons apparaître le produit vecto- 
riel du vecteur 



par le vecteur h, k, 1. 

En résumé, la transformation linéaire tangente en un point à une transformation 
infinitésimale donnée est réductible à la somme géométrique : 

1" d’une transformation autométrique, qui n’est autre que la déformation pure 
(c’est-à-dire dégagée de tout déplacement); 

2° d’une transformation alternée, qui, en vertu du théorème sur les rotations infi- 
niment petites, est justement une rotation infinitésimale, dont la vitesse angulaire a 
pour composantes 


f?w ?v\ 

1, 

t ?u 


4/>o 

?u\ 

?zj' 

2 ' 

y t' - 

ïx)' 

2 U* 

>y) 


Notre but est donc atteint. 

Conformément à l'usage, et pour la simplicité des formules ultérieures, nous 
appellerons rotationnel le double de celle vitesse angulaire de rotation. En 
coordonnées orthogonales et normales, nous devrons donc écrire, d’après les nota- 
tions précédentes, 

V — u .K> -I- v & ■+■ w <?, 


et 


(215) 



Remarque. — Dans le calcul précédent, nous n’avons pas craint de revenir aux 
notations cartésiennes. C'est ce qu’il est avantageux de faire en beaucoup de cas 
(voir l'exemple déjà cité, au n° 117). Toutefois, dans ce qui précède, nous n'avons 
jamais perdu de vue le sens intrinsèque des opérations que nous avons effectuées, et 
en renonçant aux notations condensées, nous avons conservé l’esprit même du calcul 
vectoriel. On voit par là que la géométrie analytique et les méthodes vectorielles, 
loin de s’exclure mutuellement, s’apportent souvent une aide très appréciable. 

162 . Forme intrinsèque de la définition du rotationnel. — U est d’ailleurs 
facile de présenter les résultats précédents sous forme purement intrinsèque. La trans- 
formation linéaire tangente à la transformation infinitésimale du champ est donnée 
par les équations (211) : elle fait correspondre au vecteur oM, qui représente un 
déplacement infinitésimal quelconque de M, le vecteur 5M-+-S Vrf/, en appelant SV 
la différentielle géométrique du vecteur du champ, pour ce déplacement. Or les 
résultats de l’analyse précédente peuvent se résumer ainsi : le vecteur 3M-+-o Vdl 
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est la somme géométrique de deux autres : l’un qui correspond à SM par une trans- 
formation autométrique, l’autre qui est de la forme 

1 

r, rotV A oM dt. 


Nous sommes donc conduits à cette définition du rotationnel : 

C’est un vecteur tel que la transformation linéaire qui fait passer du vecteur 3M 
au vecteur 

8M-h(8V — irotV A 8ü)rf/ 

soit une transformation automélrique (') : ou plus simplement : 

C'est un vecteur tel que la transformation linéaire qui fait passer du vecteur 
oM au vecteur 

5 V— ‘rotVASM, 

soit automélrique. 

L'équivalence de ces deux définitions est évidente, car de l'une de ces transfor- 
mations, on déduit l’autre en la composant avec une honiothétic de rapport dt, puis 
en sommant géométriquement la transformation ainsi obtenue et la transformation 
unité. 

A cet ordre d’idées, on rattache aisément la définition du rotationnel proposée 
par MM. Marcolongo et Burali-Korti (-). Soient deux déplacements S,M et 5,M , appelons 
o t V et o,V les différentielles géométriques correspondantes. D'après la définition des 
transformations automélriques, nous aurons une égalité de deux produits scalaires, à 
savoir 

o,M . (SJ — * rotV A 5*M j = . (o, V — * rot V A 3,M ) • 

ce qui peut s’écrire 

8,M.8 2 V — 8 2 M.o,V = . (rotV A 5,M) - *ô. 2 M .(rotV A 3,M) . 


ou, d’après l’égalité de définition du produit géométrique, 


8,M.o f V — 8 a M.o l V = *(o,M, rotV, o 2 M) — *(5 2 M, rotV, o,M). 
ou finalement 

(216) 8,M.8 2 V — SjM.OjV = (o,M, rotV, o s M). 


Cette relation constitue une sorte de définition intrinsèque et implicite du rotationnel. 

163 . Propriétés du rotationnel. — Les calculs du n° 161 établissent que le 
rotationnel est distributif par rapport à l’addition géométrique, c'est-à-dire que 1 on a 


(217) 


rot (U V) = rotü -+- rotV. 


(1) Cette transformation est précisément celle qui dérive de la forme quadratique (214). 

(2 ) Éléments de calcul vectoriel, chapitre vi, n” 3 (traduction française par Latlès). 
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Imitant ce que nous avons fait pour la divergence, cherchons l’effet de la substi- 
tution au champ V(M) d’un champ p V, en désignant par p une fonction scalaire du 
point M. Pour calculer rot pV, la méthode la plus simple est celle qui consiste à 
passer aux composantes. Ce seront respectivement 




*y 


— (pu) —(pu). 

;u-' r ’ ?î/ vr ' 


En effectuant les dérivations, on aperçoit immédiatement la présence de deux vecteurs 
partiels, dont l’un est le produit de p par le rotationnel de V, et dont l’autre est le 
produit vectoriel du gradient de p et du vecteur V ; on a donc 


(218) rotpV = protV -h gradp A V, 

formule qui pourrait également s’établir en recourant à la relation (216). 

Vérifions également la relation 

(219) div(U A V) = V.rotU — U.rotV. 

Comme nous avons deux vecteurs en présence, il est indiqué, pour {dus de clarté, 
de représenter par L x , U v , 11. les composantes de U, par V x , V v , V. celles de V. Le 
premier membre de la formule à démontrer peut s’écrire 


a 

?x 


(lyV; — c 5 v ;v ) h- 


^(U s v, - UxV s ) H- -~(u x y v - u„v,). 


La dérivation donne deux groupes de termes, les uns qui ne contiennent pas les 
dérivées de V x , V„, V-, les autres qui ne contiennent pas de U x , U ÿ , U.. Chacun de 
ces groupes se ramène facilement à un terme du second membre, ce qui vérifie la 
formule annoncée. 

En résumé, pour combiner des opérations vectorielles, finies ou infinitésimales, il 
y aura souvent intérêt à revenir aux composantes, à effectuer le calcul par les méthodes 
ordinaires, puis à mettre, sous une forme intrinsèque, aussi simple que possible, le 
résultat ainsi obtenu. 

164. Itaiiprochcnicnt entre la théorie des champs scalaires 
et la théorie des champs vectoriels. — Nous avons rattaché les éléments 
différentiels du premier ordre des champs de vecteurs à la notion des transformations 
infinitésimales. Une telle manière de faire est conforme au développement historique 
de la théorie. Toutefois, il importe de remarquer qu’il est possible d’obtenir les résultats 
précédents en généralisant purement et simplement le point de vue que nous avons 
adopté plus haut, dans l’étude de la différentielle première d’une fonction de point. 
Nous allons donc indiquer brièvement les idées communes à l’étude infinitésimale, 
restreinte au premier ordre, des champs scalaires d’une part, et des champs vectoriels 
de l’autre. Ce rapprochement nous sera d’ailleurs, par la suite, utile à d’autres égards. 
Pour simplifier, nous nous limiterons au domaine métrique. 

Pour marquer la communauté d’origine des deux théories, faisons appel à la 
notion de dérivée en un point M, suivant une demi-droite MA, dont le vecteur unité 
est désigné paru. 
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Soit tout d’abord le champ scalaire F(M). Nous avons vu [formule (165)] que sa 
dérivée en M suivant MA esl égale au produit scalaire 


ou encore à 

( 220 ) 


gradF(M u, 





* 


en appelant x, y, z les coordonnées de M dans un système orthogonal et normal A, 
B, C, f{x, y, z) l’expression de F(M) dans ce système, et a, p, y les composantes de 
u (cosinus directeurs de MA). Du gradient de F au point M, on déduit donc, dans ce 
cas, les dérivées de F en M dans toutes les directions. 

Soit maintenant un champ vectoriel V(M). Au lieu d'étudier, comme précé- 
demment, la transformation infinitésimale correspondante par l'intermédiaire de la 
transformation linéaire tangente, c'est-à-dire au lieu d'envisager la correspondance ô 
entre les vecteurs 

oM et oM-t-o \dt. 


on peut considérer plus simplement la transformation h qui fait passer de 

O M à û V • 


La correspondance 0 n’est d’ailleurs que la somme géométrique (n" Itiü) de la 
transformation identique et d’une transformation qui esl le produit de n par une 
homothétie de rapport dt. On peut donc étudier indifféremment 0 ou <->. Or l'étude 
de 0 nous amène à l’unification de point de vue que nous cherchons a établir, entre 
champs scalaires et champs vectoriels. 

La transformation 0 fait correspondre au vecteur îM le vecteur ôV ; elle fait 
donc correspondre au vecteur 

u = j * yj ou | 5 M | = long .SM, 

le vecteur 

SV 

[SM j ’ 

c’est-à-dire la dérivée géométrique du vecteur V du champ en M et suivant M A. 

Nous pouvons donc énoncer la conclusion suivante : 

La dérivée en un point M d'un champ , suivant une demi-droite arbitraire MA, 
sera : 

1° un scalaire, qui se déduit du gradient , soit Cfrad F. u, pour un champ 

scalaire; 

2° un vecteur , gui est le transformé de u dans la correspondance linéaire 
(SM, SV), s'il s'agit d'un champ vectoriel. 

Pour un champ scalaire, c'est le gradient qui synthétisé en chaque point tous les 
éléments différentiels invariants du premier ordre. Pour un champ vectoriel, les 
éléments analogues sont synthétisés non plus par un simple vecteur mais par un être 
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géométrique invariant de nature plus complexe, par la transformation linéaire B. La 
divergence et le rotationnel sont des éléments liés d'une manière intrinsèque à cette 
transformation, mais dont la donnée, même simultanée, est beaucoup moins complète 
que celle de la transformation 0. 

Le rotationnel est toujours défini par cette condition que la correspondance 
entre 

oM et oV — A rotV, 


soit autométrique. Dans les formules qui expriment celte correspondance 0 t , les 
coefficients des termes en diagonale principale sont les mêmes que pour la correspon- 
dance 0. D’après la théorie de l’équation eu s, leur somme est un invariant : cet 
invariant est précisément la divergence. Pour déterminer la transformation 0, il faut 
donner ses neuf coefficients; si l’on donnait seulement le rotationnel et la divergence, 
cela ferait quatre conditions, et il subsisterait une indétermination d’ordre o. 

Faisons encore la remarque suivante : pour définir analytiquement la transforma- 
tion 0, il suffit de donner les transformés des vecteurs fondamentaux A>, C, c'est- 
à-dire précisément les dérivées géométriques du vecteur V, prises à partir du point M. 


parallèlement aux axes de coordonnées. Soient 




— ces dérivées. La trans- 

JZ 


formation 0 fera correspondre à tout vecteur 


le vecteur 


o — t— b [fi -t— c C 


?V , .JV , >v 
fl — — f— b — — H c - — ■ 
ïx ?y z 


Ceci nous amène à conclure que l’opérateur 


( 221 ) 


?x 




? 

c — , 


applicable tant aux scalaires qu’aux vecteurs, est doué d’un caractère d’invariance 
vis-à-vis des transformations de coordonnées rectangulaires. 

Des propriétés de cette nature méritent d'être retenues : elles conduisent à des 
simplifications des calculs, dès qu'on a étudié les modes de composition de l'opérateur 
qu'elles définissent avec d’autres opérateurs. Nous allons donner, à ce sujet, quelques 
explications. 

165. Lîi notion d’opérateur. — Nous touchons ici à une notion qui, par 
sa grande généralité, englobe tous les modes de calcul imaginables. Un opérateur, 
c’est l’indication de la transformation à effectuer pour passer d’un objet à un autre 
objet d’un ensemble déterminé. Particularisons cette définition en vue de nos buts 
actuels : considérons un ensemble qui pourra comprendre des scalaires, des vecteurs 
des diverses catégories, des doublets, des fonctions algébriques invariantes d’un 
certain nombre de vecteurs et de doublets, des transformations ponctuelles, des 
champs scalaires ou vectoriels, etc.... Entre ces êtres si variés, imaginons des modes 
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de passage, susceptibles eux-mêmes d'une large part d'arbitraire. Chacun de ces 
modes pourra être conçu comme le résultat de l'application à l'élément initial, d'un 
opérateur convenablement choisi. 

Pratiquement, les seuls opérateurs intéressants sont ceux qui se prêtent mutuel- 
lement à des lois de composition simples. Passons en revue quelques-uns des opé- 
rateurs que nous avons eu l'occasion de considérer jusqu'à présent. Ce sont : 

1 ° Les opérateurs de l'algèbre ordinaire et de l'analyse ordinaire : les premiers 
correspondent aux opérations du calcul algébrique, les autres ont pour source 
commune l'intervention d'un passage à la limite. Dans ce champ restreint, les seuls 
éléments de calcul sont les nombres et les fonctions ( >). Une fonction peut, à ce 
point de vue, être regardée comme un opérateur, permettant de faire correspondre à 
tout nombre un autre nombre. D'autres opérateurs font correspondre à toute fonction 
(moyennant certaines restrictions) une autre fonction : tels sont ceux qui expriment 
le passage d’une fonction à ses dérivées successives. Citons aussi les opérateurs qui 
font correspondre à chaque fonction un nombre, à la manière des intégrales définies. 
Une telle énumération est très incomplète et donne seulement un aperçu de la 
richesse de ce sujet, qui pourrait, à lui seul, fournir la matière de plusieurs volumes 
importants. 

2° Les opérateurs de l'algèbre vectorielle , qui correspondent aux modes de 
composition des scalaires et des vecteurs que nous avons étudiés dans les deux 
premières parties de ces leçons. Soient par exemple, en coordonnées orthogonales et 
normales, deux vecteurs, de composantes X 0 , Y 0 , Z 0 et X, Y, Z. L'expression scalaire 
invariante 

XX 0 -4- YY 0 h- ZZ 0 

est le résultat provenant de l’application de l'opérateur produit scalaire à ces deux 
vecteurs. Voilà un opérateur qui de deux vecteurs libres amène à un nombre. On 
pourrait citer d’autres exemples. Démarquons de préférence que dans une même 
expression on peut apercevoir l’action de différents opérateurs, suivant ce qu'on y 
regarde comme donné ou comme arbitraire. Ainsi, en parlant de l’opérateur produit 
scalaire, il est bien entendu que nous le faisons porter sur deux vecteurs arbitraires. 
Si l’un de ces vecteurs, tel (X 0 , Y 0 , Z 0 ), était regardé comme donné, la formation de 
l’expression XX 0 -f- Y Y 0 -{-ZZ 0 serait l’effet d’un nouvel opérateur, à savoir 

produit scalaire par V 0 . 

Notons également que les transformations linéaires sont des opérateurs qui font 
passer de vecteur à vecteur. La propriété fondamentale de ces opérateurs est la 
distributivité par rapporta l'addition géométrique. 

3° Les opérateurs de l'analyse vectorielle , dont la dérivation géométrique et les 
éléments différentiels invariants rencontrés dans l’étude des champs scalaires ou vec- 
toriels nous fournissent autant d’exemples : à côté du gradient, de la divergence, et 

(1) Il y aurait lieu cependant d’y ajouter les fonctionnelles, qui naissent en particulier 
de ces opérateur», cités quelque» lignes plus bas, et qui à chaque fouction bien déterminée 
dans un intervalle (a, 6} font correspondre un nombre. 
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du rotationnel, citons l’opérateur plus complexe constitué par la transformation 
linéaire 0, qui a pour effet de faire correspondre les différentielles géométriques 
5 M et oV. 

Nous allons nous occuper spécialement de l’opérateur d’Hamilton, dont les modes 
de composition simples avec les opérations de l’algèbre vectorielle permettent, dans les 
calculs intrinsèques, l’introduction fréquente et efficace. Pour définir avec précision 
le champ d’applications de cet opérateur, il nous sera commode d'envisager une classe 
d’opérateurs plus générale. 

166. La classe des opérateurs û et l'hamiltonien. — Prenons un 
champ quelconque, scalaire ou vectoriel, rapporté à un système de coordonnées 
orthogonales et normales. Considérons un système d’opérateurs Q x , Q y , Q s , astreints 
à la condition suivante : si a, b , c sont les composantes d’un vecteur quelconque, 
l’expression 

(222) aQ x ~h b ii y -t- c £2- 

constitue un opérateur invariant, vis-à-vis des changements de coordonnées (orthogo- 
nales et normales). Par rapport à un changement de coordonnées cartésiennes quel- 
conques, les deux systèmes de lettres a, b, c d’une part et Q x , Q„, Q. de l’autre, 
auraient des variances contraires (n° 79). Mais, comme les coordonnées sont suppo- 
sées ici orthogonales et normales, ces modes de variance se confondent. 

Convenons, pour simplifier, de n'appliquer pour le moment les opérateurs 
ü x , ü v , Ü z qu’à des fonctions scalaires et faisons en outre celte hypothèse essentielle : 
ces opérateurs sont distributifs par rapport à l’addition algébrique. 

De celte hypothèse et des précédentes, nous allons déduire d’importantes propo- 
sitions. 

Théorème I. — Soit un champ scalaire p (a*, y, z). Les quantités 

q*(p), q„(p), u,(p) 

sont les composantes d'un vecteur invariant. 

La démonstration de ce théorème a été donnée déjà quelques lignes plus haut, 
lorsque nous avons fait remarquer la communauté de variance de Q x , ü v , Q. et des 
composantes a, 6, c d'un vecteur. 

Théorème II. — Soit un champ vectoriel, dont le vecteur , lié au point x,y, z, 
a pour composantes X, Y, Z. La quantité scalaire 

--J (X) H- t2y (^ ) H- £2j (Z) 

est un invariant. 

En effet, lors d'un changement de coordonnées (orthogonales et normales), X, Y, Z 
ont un mode déterminé de variance, qui serait aussi celui de Q x (X), ü v (Y), Ü,(Z), 
si les opérateurs ü x , Q„, Ü s , tout en restant distributifs par rapport à l'addition, 
étaient indifférents à un changement de coordonnées. Mais ils subissent en réalité une 
variance d’un mode contraire à celui de X, Y, Z (bien qu’ici, identique). L'expression, 
proposée reste donc invariante. 
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On peut remarquer qu’il n’y a aucune espèce de différence entre le raisonnement 
précédent et celui que l’on emploierait pour établir l'invariance de 

Q x X 4- Q„Y -h i-\Z 

si ü x , û s désignaient les composantes d’un vecteur, chaque terme devenant un 
monorae. Dans un cas comme dans l'autre, on n'invoque en effet que l'hypothèse de 
distributivité des ü par rapport à l’addition. 

Tuéorème 111. — Soit un champ vectoriel, où le vecteur X, Y, Z est lie au 
point x, y, z. Les trois expressions 


Q y (Z) - ü, (Y). il, (X) - ü,(Z). üx( Y) - Ü y (\) 

sont les composantes d'un vecteur invariant. 

En effet, lors d'un changement de coordonnées, nous pourrons raisonner sur les 
modes de variance comme précédemment, et remarquer qu'il suffit d'établir le théo- 
rème dans le cas particulier où l’on supprime les parenthèses, et où chaque terme de 
nos expressions devient un monôme, ü x , t2 v , ü. désignant alors les composantes d’un 
vecteur. Nous sommes donc ramenés à établir l’invariance d'un produit géométrique : 
la démonstration de ce point particulier serait superflue et nous devons regarder le 
théorème général comme établi. 

Nous sommes donc conduits à la conclusion suivante : 

Soit ü un opérateur composé, c'est-à-dire doué , dans chaque système orthogonal 
et normal, de composantes ü x , Q v , ü 3 , distributives par rapport à l’addition, et jouis- 
sant du même mode de variance (’) que les composantes d'un vecteur. L'opérateur Ü, 
appliqué à des champs scalaires ou vectoriels pourra conduire à de nouveaux champs 
scalaires ou vectoriels invariants; c’est ce qu'expriment les théorèmes I, II, 111. 

Il y a parallélisme entre le théorème I et la multiplication d’un vecteur par un 
scalaire p; entre le théorème II et la multiplication scalaire d'un vecteur par un 
autre; entre le théorème III et la multiplication vectorielle d'un vecteur parmi autre. 

Ce parallélisme ne consiste pas en une simple analogie. Sa cause réside dans le 
fait précis que nous connaissons des opérateurs particuliers satisfaisant à toutes les 
conditions précédentes, ceux qu'on obtient en posant 


(223) Û x (p ) = /p, Q„(p) = mp, ü s (p) = »p, 

/, m, n étant des fonctions de æ, y, z qui seront les composantes d’un vecteur lié au 
poiul x, y, c’est-à-dire appartenant à un nouveau champ. En appliquant à ces 
opérateurs particuliers les théorèmes précédents et leurs conséquences, nous retrou- 
verions tous les théorèmes fondamentaux du calcul vectoriel en géométrie métrique. 
Mais nous connaissons aussi un autre opérateur qui satisfait également à ces con- 

è è 

ditions, celui qui a pour composantes — -, -, — . En effet, nous avons montre au 

n° 164 qu’en appelant a , b , c les composantes d’un vecteur, le nouvel opérateur 


a 


A 

?x 




(!) Grâce à Pidentification accidentelle des variances contraires. 
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a une signification invariante. D’ailleurs, il y a bien distributivité par rapport à 
l’addition. 

Nous représentons avec Hamiiton par le symbole v ( nabla ) l’opérateur ainsi 
obtenu. Nous allons montrer qu’on y attache aisément les notions de gradient, de 
divergence et de rotationnel. 

167. Gradient, divergence et rotationnel rattachés à l’hamiltonien. — 
Appliquons les théorèmes I, II, 111 à l’opérateur y. En prenant d’abord un champ 
scalaire p et en formant vp» nous obtenons un champ vectoriel invariant, ayant pour 
composantes 

?P «"'p 

ïx' ïy ’ 

Donc 

(224) Vp = gradp. 

Pour faciliter le langage, il est commode de dire que v est un vecteur symbo- 
lique (ou fictif) et qu’on en fait le produit (symbolique) par le scalaire p. On obtient 
ainsi le gradient. 

Prenons maintenant un champ vectoriel V. Le produit scalaire symbolique yV a 
pour expression 

?X ïZ 

Donc 

(225) v .V = divV. 

Enfin, le produit vectoriel symbolique 

V AV 

a pour composantes 

?Z_?Y ,vX_>Z 

ïy 5 Z ’ DZ D*’ ÏX ïy* 

et l’on a 

(226) V A V = rotV. 

En vertu de la théorie générale des opérateurs Q, nous avons donc aussi une nou- 
velle démonstration de l’invariance du gradient, de la divergence et du rotationnel. 

168. Itération d’un opérateur L2 à composantes permutables. — Les deux 
types d’opérateurs ü dont nous poursuivons l’application ont respectivement pour 
composantes 


o,(p) = 

'p, 

Q v (p) = mp, 

fl j(p) = n p 

Vx(p) = 

■ if 

?x’ 

Vy(p)=^, 

vAp) = v?' 

i’ •* 


Ces composantes, lors de l'itération d’un opérateur bien déterminé, sont permutables, 
c’est-à-dire que l'on a pour les deux types d’opérateurs précédents 

(221) 0,[û,(p)] = Q,[Q,(p)] 

et deux égalités analogues. 
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Cette remarque posée, étudions les invariants les plus remarquables auxquels 
donne naissance l'itération d’un opérateur ü. 

Partons d’un champ scalaire p ; multiplions symboliquement le vecteur (réel ou 
fictif) ü par p, puis faisons le produit scalaire symbolique de Ü par le vecteur obtenu. 
Nous obtiendrons un nouveau champ scalaire invariant 

0.[0,( P )] + 0,[U,( ? )]-+-U.[Ü.( P )], 

qu'on peut considérer comme le résultat de l'application au scalaire p de l’opérateur 

Ü 2 = Q. Ü = Ü,Q, h- ü ÿ ü y -+- U 3 Ü,. 

En appliquant cette remarque aux deux types spéciaux d’opérateurs déjà considérés, 
nous déduirons du champ scalaire p deux nouveaux champs invariants 


et 

(228) 




V 2 p 


? 2 9 , ^ 9 
dx* ïy* 


3s* 


— div v p — div gradp. 


Nous rattachons ainsi le laplacien, déjà rencontré (n° 153), à une itération de 
l'hamiltonien. 

Dans ceci, nous n’avons pas fait appel à la permutabilité. Voici par contre où 
nous allons la voir intervenir. 

Cherchons le produit vectoriel symbolique d’un opérateur O par lui-même, 
sachant que ses composantes sont permutables. Nous allons montrer que ce produit 
est nul. 

En effet, du vecteur 

X = Q,(p), Y = ü„(p), Z = ü 5 (p), 

nous passons au vecteur 

Ü V (Z) - ü,(Y), Q S (X) - ü,(Z), U,(Y) - Û V (X), 

dont les composantes sont nulles, en vertu des trois relations (227). 

Cette proposition est la source commune des deux suivantes : 

1° L’annulation du produit vectoriel d’un vecteur par un vecteur colinéairc. 

2° L’annulation du rotationnel de tout gradient, traduite par 


(229) rot gradp = 0. 

L’analogie du symbole v avec les vecteurs se poursuit donc au point de permettre 
d’écrire 

V A V = 0. 

Voici encore une autre application du même genre. Faisons le produit scalaire 
symbolique d’un opérateur ü par le vecteur résultant du produit vectoriel symbolique 
de Û par un vecteur V ; soit donc 


ü.ü A V. 
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Le résultat est encore zéro, car en développant, on obtient 

ü x [0„(Z) — Q S (Y)] Û y [Q x (X) — Q X (Z)] -f- ü. [Ü X (Y) — Q y (X)], 

ce qui s’évanouit en vertu de la permutabilité. 

Ce résultat est encore la source commune de deux propositions : 

1° Le produit scalaire de U et de U A V est nul; 

2° L’on a identiquement 
(230) div. rot V = 0, 

ou, sous forme symbolique, 

V-V A V = 0. 

169. Applications diverses. — Prenons dans la classe précédemment définie 
deux opérateurs Q et Ü', répondant aux hypothèses suivantes : 

1° Les composantes ü x , Q y , Li. sont permutables entre elles; 

2° Les composantes Q', Q', O' sont permutables entre elles; 

3° Chaque composante de Q est permutable avec chaque composante de Ü'. 

On obtient un exemple répondant à ces hypothèses en posant 

Ü x (p) = ap, ü y (p) = 6p, ü-(p) = cp, 

et 

ü' = v, 

étant bien entendu que a, b, c sont les composantes d’un vecteur constant (sinon, 
il n’y aurait plus permutabilité entre une composante de ü et une composante de ü'). 

Revenons au cas général, et d’un champ vectoriel V, déduisons d’abord le vecteur 
susceptible de s’écrire symboliquement 

ü A V, 

ou mieux celui qui a pour composantes 

Ü„ (Z) — Q,(Y), Ü x (X) — ü x (Z), Ü X (Y) — Q y (X). 

Soit U ce vecteur. Considérons le vecteur qui s’écrit symboliquement 

ü' A U. 

Les expressions développées de ses composantes peuvent s’écrire sous la forme 

ü' y [Ü X (Y) — Q„(X)j - ül [Q z (X) — Q r (Z)], 

4 [Q, (Z) - Û,(Y)] - û;[û,(Y) - Q,(X)], 
ûl[Û,(X) - L2 t ( Z)] - tV [û,(Z) -ü a (Y)], 

ou encore, en vertu de la propriété distributive et de la permutabilité, 

( ü x [u:(X) + ü;(Y)-l.ü:(Z)]-ü;[ü x (X)]-ü;[ü f (X)]— ü;[û,(X)], 

] ü y [i2;(X) h- ü;(Y) -+- ü; (Z)j - q;[q x (Y)] - o*#, <y>] - q,'[q, <y>], 

( ü a [o;(X) -+- ü;(Y) -h ü' s (Z)] - q' x [q x (Z)] - q;[ü v (Z)] - q; [q x (Z)j. 


( 231 ) 
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Le vecteur obtenu finalement a donc pour expression swnbolique 

Qü'.V — Q'.Q(V), 

sous la réserve de bien préciser, dans chaque cas, les conditions d'application de 
l’opérateur scalaire Q', Q. 

Voici différentes applications de ce calcul. 

I. Prenous pour 12 un opérateur dont les composantes sont définies par 

(232) ü*( P ) = flf, = % = 

fl, b , c désignant les composantes d’un vecteur U ; et pour 12' un opérateur analogue, 
formé avec un vecteur S. Le calcul précédent nous donne alors 

(233) S A (U A V) = ÀU + uV, 
en posant 

(234) X = -t-S.V et tA = — S. U. 

II. Prenons le même opérateur 12 que précédemment, mais ni spécifiant que le 
vecteur U est constant, de manière qu'en prenant 12'=r:V, nos hypothèses de per- 
mutabilité soient satisfaites. La quantité 12'. V sera donc la divergence du vecteur V, 
et puisque U est un vecteur constant, nous obtiendrons un premier terme 

U div V. 

Examinons maintenant l’opérateur symbolique 12 . 12. II se confond avec le 
produit scalaire symbolique U. V, c'est-à-dire avec l’opérateur invariant, déjà cité, 


Soit (U.V)Vle résultat de l'application de cet opérateur au vecteur V. Sous la 
réserve que U est constant, nous pourrons écrire 

(233) rot (U A V) = Udiv V — (UVjV. 

En supposant U variable et V constant, on établirait de même la relation 

(236) rot (U A V) = — V div U -h (W)U, 

qui se déduit de la précédente en intervertissant le rôle des lettres. 

Cet exemple a l’intérêt de montrer la nécessité des hypothèses que nous avons 
faites. 11 témoigne des précautions à prendre lorsqu’on entend traiter systématique- 
ment v comme un vecteur. En cas de doute, il est toujours préférable de revenir aux 
expressions développées des composantes et aux méthodes ordinaires. On trouvera 
ainsi, en composant par multiplication vectorielle deux champs U et V non constants, 

(237) rot (U A V) = U div V — V div U < (W)U -(UV)V, 
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formule qui se réduit bien à (235) ou à (236) lorsque l’un des vecteurs devient 
constant ('). 

111. On peut supposer, dans ce qui précède, que Q et Q' désignent un seul et 
même opérateur de la classe étudiée, pourvu que les composantes de cet opérateur 
soient permutables. Prenons 

Q = Q' — v, 

et remarquons que, dans ce cas, Ü'.V désignant toujours la divergence de V, en 
appliquant à ce scalaire l’opérateur ü, nous formerons le terme 

grad div V ; 

quant à l’opérateur symbolique ü'.ü, il se réduit à v*> c’est-à-dire au laplacien, 
mais au lieu de l’appliquer cette fois à un scalaire, il faudra l’appliquer à un vecteur. 
Nous obtenons ainsi une formule importante 

(238) rot rot V = grad div V — V 1 2 V. 

Avant de quitter cet ordre d’idées, nous montrerons que l’hamiltonien conduit à 
un mode de développement taylorien, applicable à tous les champs scalaires ou 
vectoriels, lorsqu’on les suppose analytiques. 

170. Développement taylorien (l'un champ scalaire ou vec- 
toriel. — Au n° 140, nous avons abordé déjà le problème suivant : développer une 
fonction de point F(M) au voisinage d’un point particulier M 0 . L’emploi systématique 
de l’opérateur d’Hamillon nous permet maintenant de donner à ce développement la 
forme suivante : 

F (M) - F (M.) = (H,* . T) F i ( M.M . V )»F + ™ (M„M . V)»F -+- . . . . 

Kn reprenant les notations que nous avons adoptées aux n os 140 et 141, l’opérateur 


MJM.V 


est en effet identique au suivant 


?x ?y ?z 


Soit maintenant un champ vectoriel analytique V(M). Les développements de ses 
composantes peuvent s'écrire 


u 


u n 


( h ^ - f . k l' 1 

\ x *'î/ ‘'-/o 


( t ïv 

v -=V‘>ï 


\j j ^ V » 

- -4- /.• — H- / 
?xj 
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( , , <•« , , 


? w 


\ 

? w \ 

«7. 




0 

0 


, ?u 
ÏX 

?_v_ 

ÏX 

w 

?x 


‘W 

+k*-l 

•W 

-h k - 



-hi 


JW\* 

iï) 0 


-h . . . 


y 


1 


y 


(1) On peut d’ailleurs considérer la formule (237) comme résultant de la remarque 
suivante, applicable à des cas plus généraux : lorsque l’opérateur y porte sur une expression 
où (Igurent plusieurs grandeurs variables, on peut se ramener à une somme d’opérations 

dans chacune desquelles y ne porterait que sur une seule des grandeurs variables. 
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on peut condenser ces trois développements en un seul 

V (M ) - V (MJ = (M„M . V) V -4- L (M 0 M . V)(» V -t- . . . -t- i (M.M . V)« V . . . 


où chaque terme entre parenthèses est un opérateur, appliqué au champ en M 0 , et 
obtenu par itération de l’opérateur 


MLM . V = /t 






a 

iz’ 


L’hamiltonien conduit ainsi à un mode de représentation commun à tous les 
champs analytiques, tant scalaires que vectoriels. 

171. Points singuliers d’un champ. — La théorie des fonctions analytiques 
conduit à distinguer les valeurs attribuées aux variables en valeurs régulières et en 
valeurs singulières. Un système de valeurs est régulier lorsque le développement de 
Taylor de la fonction étudiée est possible pour ce système. Les singularités de la 
fonction sont donc, par définition, les systèmes de valeurs pour lesquels il devient 
impossible de la représenter par une série entière. Cette notion se généralise d’elle- 
même à la théorie des champs scalaires ou vectoriels. Pour les premiers, il ne s’agit 
en effet que d'une modification de la terminologie, puisqu’il n'y a pas de différence 
essentielle entre champ scalaire et fonction de plusieurs variables. Pour les autres, 
on substitue à l’étude d’une fonction l’étude simultanée de plusieurs fonctions. 

Nous supposerons toujours par la suite que les singularités des champs que nous 
aurons à étudier, ou bien sont localisées en des points isolés, et en nombre fini dans 
tout volume fini, ou bien sont réparties continûment sur des lignes isolées (et de 
manière que toute portion finie de surface plane soit coupée par ces lignes en un 
nombre fini de points), ou bien sont réparties continûment sur des surfaces soumises 
à des restrictions du même genre. 

Notons également la nécessité de subdiviser les champs continus en champs 
uniformes (ou monodromes) et en champs multiformes (ou polydromes). Un champ 
est uniforme si en chaque point de l’espace Y élément du champ (scalaire ou vecteur) 
possède une détermination unique, à laquelle on est toujours conduit en suivant par 
continuité la valeur du champ, le long d’un chemin quelconque aboutissant en ce 
point. Tout champ scalaire qui, dans un certain système fondamental, s’exprime 
rationnellement en fonction des coordonnées x , t/, z d’un point du champ est évidem- 
ment uniforme. Il en est de même pour tout champ vectoriel dont les composantes 
sont des fonctions rationnelles. En revanche, un champ scalaire dont la valeur au 
point de coordonnées x , y, z serait 

arc tg - 
° x 


se rangerait évidemment dans la catégorie des champs multiformes, etc. 

172. Lignes de champ. — Considérons plus spécialement un champ de vec- 
teurs V(M). On appelle lignes de champ les lignes qui, en chaque point, sont 
tangentes à la direction du champ, c'est-à-dire telles que l’on ait 

d \ M = V(M)dX, 
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en désignant par d\ un certain scalaire, qu'il est naturel d’envisager comme une 
différentielle. 

Avec les notations cartésiennes, la relation précédente prend la forme 
<kc dy dz ^ 

Ü(ï7 z)~ mK^7î/7s) — 

Pour déterminer les lignes de champ, il faut intégrer ces équations. On obtient un 
système de lignes qui dépendent de deux constantes d’intégration, et, par suite, 
forment une famille à deux paramètres. Nous en verrons plus loin des exemples. 

Pour un champ scalaire, on peut définir en chaque point une direction remar- 
quable, celle de son gradient. On est ainsi amené à considérer les lignes qui en 
chaque point sont tangentes au gradient. Ces lignes sont encore celles qui, en 
parlant d’un point du champ scalaire, permettent de cheminer de manière qu’à 
chaque instant, pour le trajet accompli, la quantité dont s’est modifiée le champ soit 
maximum. Si le champ n’a que deux dimensions, on peut le représenter, dans 
l’espace ordinaire, au moyen d’une surface u = f(x, y). Les lignes précédentes sont 
alors les lignes de plus grande pente de cette surface. 

« 

173 . ltclatioiiK de la théorie des champs de vecteurs avec celle des 
transformations finies. — Le lecteur a pu être surpris du rôle prépondérant que 
nous avons donné, au cours de cet exposé, à la notion de transformation infinité- 
simale attachée à un champ de vecteurs. II importe maintenant d’expliquer pourquoi, 
jusqu'à présent, nous avons évité de recourir à des transformations finies et d'indiquer 
en meme temps les relations qui existent entre l'étude de ces dernières et celle des 
champs vectoriels. 

La préférence donnée jusqu’ici aux transformations infinitésimales s’explique par- 
la facilité avec laquelle on peut en opérer la composition : nous avons en effet 
montré, au n ü liia, que cette composition s’effectue par voie d'addition géométrique. 
C'est pourquoi, en ramenant l’étude d'un champ à celle d’une déformation infiniment 
petite, nous avons été conduits à définir des opérateurs (comme la divergence, le 
rotationnel, la déformation pure) doués d’un caractère commun très remarquable : ils 
sont distributifs par rapport à l’addition géométrique [on dit aussi : linéaires ( 1 )]. 

En passant des transformations infiniment petites aux transformations finies, 
nous pourrons définir encore des opérateurs invariants : mais ces derniers ne seront 
plus distributifs par rapport à l’addition. 

Considérons une transformation qui à chaque point M fait correspondre un point 
M' : à chaque point M est associé par cette transformation le vecteur V(M) — MM'. 
Prenons un système orthogonal et normal, soient .r, ?/, z les coordonnées de M et 
x\ y' , z' celles de M' dans ce système. Désignons par f, y, h les composantes du 
vecteur MM'. La transformation donnée est définie par les équations 

(239) a?' = x+/(x, y, z ), y' = y-H/(x, y, z), z 1 = z + h{x, y, z). 

(t) Autant que possible, nous nous sommes abstenus ici d’employer cette locution. Il 
nous semble préférable de réserver l’épithète linéaire pour l’appliquer à la géométrie dont 
l’étude a fait l’objet de la première partie de ces leçons, par opposition à la géométrie 
métrique. On peut créer une certaine gêne en disant que le rotationnel est un opérateur 
linéaire. 11 est préférable de dire d’une part que c’est un opérateur distributif par rapport à 
l’addition, d’autre part que c’est un opérateur métrique. 
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La transformation linéaire tangente, en un couple de points correspondants, tel que 
M 0 , M' 0 , est définie par les équations suivantes (*) : 


(239 bit ) 



Cette transformation est la somme géométrique n° 100) de deux autres transfor- 
mations : 

1° la transformation unité; 

2° une transformation linéaire 0, dont le tableau des coefficients est le suivant : 


y 

y 

y 


•\r„ 

•V 


•\7 

èq 

^0 

èy 0 


ïh 

M 

M 



^0 


L’étude de la transformation linéaire tangente en un couple do points corres- 
pondants k la transformation donnée se ramène en dernière analyse, à celle de la 
transformation o. 

Ce point de vue permet de rattacher au champ initial V(M) des champs scalaires 
et des champs vectoriels invariants. Donnons-en quelques exemples : 

I. Tout d’abord, écrivons le jacobien de la transformation donnée ; 


J(M) = 


, y y _y 

è !/o èz 0 

èff ! , >(/ ?(1 

èxo èy 0 

?h ?h . .V i 

è J 'o èy a ?z 0 


Si nous développons ce déterminant, nous obtenons 


1 + (div V 


, f fl (y, h) 
0 [b OS z ) 


I )‘\f) 

l)(z, x) 


ÏHx, y)J 


0 


! HlJid 1 ) 

D(ac. J. 2)o’ 


La quantité — gr ~ A 0 est un invariant : elle constitue le déterminant de la 
D (x, y , 2 )q 

transformation 0. Donc J(M) se compose de quatre termes, dont trois sont des inva- 
riants. Il en est de même du terme suivant (après suppression de l’indice zéro) : 


?(M) : 


I > (g, h) 

b(y, 2 ) 


, D(/,9). 

b( 2 , JC) IXx, y) 


Nous obtenons donc ainsi un champ scalaire lié d’une manière intrinsèque au champ 
vectoriel V(M). 

IL Appliquons la transformation 0 (définie en chaque point M du champ) au 
vecteur V(M) (en ce même point du champ). Du champ vectoriel donné, nous tirerons 


(1) Nous employons les notations x[ — x () , y, — y 0 , :[ — 2 0 pour rappeler qu’il s’agit 
du point x[, y[ . transformé. 


Bouligand. — Géométrie vectorielle. 


13 
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ainsi un autre champ vectoriel invariant, lié au premier d'une manière intrinsèque. 
Le vecteur de ce champ s’exprime symboliquement par la notation 

ü — (V.V)V. 

III. Appliquons au vecteur V(M). en chaque point M du champ, non plus la 
transformation 6 mais la transformation inverse O 1 , telle qu’elle est définie pour ce 
même point M. Écrivons le tableau des coefficients de 0" 1 : 


1 PAhA\ 
\ P (y, *)<> 

1 PAJhJl 

2)« 

i D(/, a) 

M >(y, 2 )o 


1 DJjhA 
A o !>(*, *j 0 
1 D (Jhl l 

Ü (^) *®)u 
1 D (/> Q) 
A 0 D(z, x) 0 


A iMshM, 

A 0 D (x, y ) q 

i»M 

\ i>(x, y) o’ 

f d (/, g) 

A oD(®. y)o 


Appliquons maintenant cette transformation au vecteur V(M). Nous obtiendrons 
un vecteur invariant dont les trois composantes sont respectivement (nous supprimons 
encore les indices) 



/ 

D£ 

Dx 

D / i 

Dx 


f 

D/i 

DX 

D/ 

DX 


f 

Y 

Dx 

D.d 

Dx 

1 


D'/ 

D/i 

\ 


D/i 

D/ 

f 


D/ 

*''<7 

A 

9 

Dy 

Dy 

’ A 

9 

Dy 

Dy 

> 

A 

o 

Dy 

Dy 


h 

D.<7 

D/i 


h 

D/l 

Y 


h 

Y 

D<7 



Dz 

Dz 



Dz 

Dz 



Dz 

Dz 


IV. Puisquo nous nous plaçons au point de vue métrique, nous pouvons envisager 
la transformation linéaire déduite de O" 1 en échangeant, dans le tableau qui définit 
celte dernière, le rèle des lignes et des colonnes. Nous aurons une nouvelle transfor- 
mation linéaire, définie en chaque point du champ, et liée à celui-ci d’une manière 
intrinsèque. Appliquons-la au vecteur V(M). Nous obtiendrons un nouveau champ 
vectoriel W(M) dont les composantes sont 



/ 

‘Y 

Dy 

Y 

Dz 


/ 

D/ 

Dz 

Y 

DX 


f 

Y 

dx 

D/ 

Dy 

1 


D{7 

Df7 

i 

f/ 

DJ7 

DJ7 

f 

ri 

m 

Dfif 

A 

9 

Dy 

DZ 

’ A 

Dz 

Dx 

’ Â 

y 

dx 

Dy 


h 

D/l 

Dh 


/t 

D/l 

D/i 


h 

dh 

D/l 



Dy 

Dz 


DZ 

DX 



dx 

Dy 


D’un champ invariant W(M) tel que l'un des précédents, on pourra en déduire 
une infinité d’autres de la forme p(M)W(M) en désignant par p(M) une fonction de 

point invariante. C’est ainsi qu’en prenant p(M) = — 3 , en adoptant pour 

(/* ~h ff* ~h h 2 )* 

W(M) le champ cité en dernier lieu, on peut déduire de V (M) un champ invariant K(M), 
qui a été utilisé par Kronecker pour résoudre ce problèmo : 

Dénombrer les points d'un domaine où le vecteur du champ donné V(M) s’annule i^ 1 )- 
Il n’y a pas lieu d’insister davantage sur ces procédés, qu’on peut varier à l’infini, 
pour obtenir des opérations non linéaires. Nous allons maintenant passer en revue 
les particularités les plus importantes qu’on rencontre dans l’étude des champs 
vectoriels. 


(1) Gf. Picard, Traité d' Analyse, t. I, n" 23. 
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VI 

Champs remarquables. Potentiels. 

174. Position du problème. — Soit le champ vectoriel V(M). Revenons au 
point de vue du n° 154, qui consiste à synthétiser les éléments différentiels du 
premier ordre de ce champ au point M, par l'intermédiaire de la transformation 
linéaire infinitésimale qui associe les deux vecteurs 

5.M et SM -+- 5Vrf/. 

Nous avons vu que cette transformation résulte de la composition d’un déplacement 
infinitésimal et d une transformation automélrique. Nous sommes ainsi amenés à 
poser les deux problèmes suivants : 

1° Trouver les champs pour lesquels la transformation précédente se réduit en 
chaque point à un déplacement infinitésimal ou encore ceux pour lesquels la défor- 
mation pure est partout nulle. 

2° Trouver les champs pour lesquels la transformation en question est partout 
automélrique, ou encore ceux pour lesquels le rotationnel est nul en chaque point. 

Ce sont ces deux problèmes que nous allons maintenant étudier. Chacun d eux 
met en jeu une hypothèse, qui est de nature locale, et qu'on suppose vérifiée en 
chaque point du champ. 11 s'agit d'en déduire des propriétés du champ considéré 
dans son ensemble. 

Nous montrerons d’abord que si la déformation pure est partout nulle, le champ 
dans son ensemble est le champ des vitesses instantanées d’un déplacement petit, 
ou encore que le champ est un champ de moments résultants (n° 100). 

175. Champs pour lesquels la déformation pure est partout 
nulle. — Les coordonnées étant toujours supposées orthogonales et normales, 
soient u , v , w les composantes du vecteur V du champ au point M(x, y, z). 
Considérons les formules (21d) : elles définissent, nous l'avons vu, la transformation 
linéaire qui fait correspondre au vecteur 8.M le vecteur oM hSWdl. Dans le cas 
général, cette transformation linéaire est la somme géométrique : 

1° d’une transformation autométrique; 

2° d’une rotation; 

toutes les transformations considérées ayant le caractère infinitésimal. D'après ce que 
nous avons vu au n° 102, la transformation autométrique précédente fait passer du 
vecteur 8M au vecteur 

8 M -b (o V — * rot V A o ilt . 

Donc, la forme quadratique attachée à cette transformation automélrique a pour 
expression 

(240) 8M*-t-8V.8M dt. 
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Pour que cette transformation soit la transformation identique, il faut et il suffit que 
l’on ait 

(241) 0 V. 0 M = 0. 

Or cette relation possède une signification simple : considérons une droite quel- 
conque et faisons varier le point M le long de cette droite. Éludions la variation 
correspondante du vecteur V(M), et introduisons sa dérivée géométrique dans la 
direction de la droite. De l’égalité (241), on déduit, en divisant par 8M* et en 
appelant u le vecteur unité de la droite, 


qui exprime que la dérivée géométrique de V, le long de la droite, est normale à 
cette droite en chacun de ses points, ou encore que la projection du vecteur du 
champ sur la droite est constante. 

En résumé, si la déformation pure est partout nulle, le champ possède la 
propriété suivante : 

Etant donnée une droite quelconque, en tout point de cette droite , la projec- 
tion du vecteur du champ y est constante. 

Un tel champ s’identifie avec un champ de moments : en effet, il est facile 
d’apercevoir successivement les propriétés suivantes : 

1° Si deux champs jouissent séparément de la propriété précédente, il en est de 
môme de leur différence géométrique; 

2° Si un champ possédant cette propriété s’annule en trois points A, B, G non 
alignés, il est identiquement nul; en effet, soit M un point non situé dans le plan 
A, B, G. Par hypothèse, nous avons toujours 

V(M).MA = V(A).MA, V(M).MB = V(B).MB, V(M).MC = V(C).MC. 

Puisqu’ici les seconds membres sont nuis, le vecteur V(M) a des composantes 
covariantes nulles dans le système MA, MB, MC, qui est fondamental, puisque M 
n’est pas situé dans le plan ABC. Donc V(M) s’annule en tous les points M, sauf 
peut-être en ceux qui appartiennent au plan ABC. La continuité exige qu’il s’annule 
aussi dans ce plan. 

3° Étant donné un champ non nul possédant toujours la propriété ci-dessous, en 
appelant V(A), V (B), V(C) le vecteur du champ en trois points A, B, Gnon alignés, 
il existe un système et un seul de vecteurs glissants (deux systèmes équivalents n’étant 
pas regardés comme distincts) tels que les moments résultants en A, B, G aient pour 
grandeurs géométriques respectives V(A), V(B), V(C). En effet, d’après la relation 
fondamentale (91), cela nous ramène à démontrer qu’il existe, dans les conditions où 
nous nous plaçons, un point R et un seul tel qu’on ait à la fois 

(242) V(B) — V (A) = AR A AB, 

(243) V(C) — V (A) = AR A AC. 

La relation (242) exige la condition de compatibilité 

(244) [V (B) — V (A)] . AB = 0. 
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Cette condition est remplie par hypothèse. Il y a par suite une infinité de vecteurs 
AR satisfaisant à la condition (242) : si AR, est l'un deux, tous les autres sont de 
la forme 

AR 0 -f-XAB. 

Portons celte valeur de AR dans la relation (243). Nous aurons à déterminer le 
scalaire X par la condition 

V(C) — V(A) = AR 0 A AC-t-XAB A AC. 

La condition de possibilité est que les vecteurs 

V(C) — V (A) — AR 0 A AC et AB A AC 

soient colinéaires, ou que le premier soit orthogonal à AB et à AC. La condition 
d’orthogonalité avec AC se réduit à 

(245) [V(C) — V(A)].AC = 0. 

Elle est encore remplie par hypothèse. Reste à écrire l'orthogonalité avec AB, ou, ce 
qui revient au même, avec BC. Transformons un peu le vecteur étudié et écrivons-le 

V(C) - V(B) + V(B) - V(A) - AR 0 A AC, 

et remarquons qu’il est permis de substituer à V (B) — V (A) le vecteur AR 0 A AB. 
Nous obteuons 

V(C) — V (B) — AR 0 A BC. 

La condition d’orthogonalité avec BC se réduit donc à 

(246) [ V (G) — V (B)] . BC = 0. 

Elle est encore remplie par hypothèse. En résumé, moyennant les conditions (244), 
(245), (246), il existe toujours un système de vecteurs glissants (et un seul) dont 
les moments en A, B, G sont respectivement V(A), V(B), V(C). Le moment 
résultant en A est V (A), la somme géométrique est AR. 

Le théorème est alors établi, puisqu’en retranchant ce champ de moments du 
champ étudié, nous obtenons un champ de la même espèce, qui s’annule en A, B, C, 
et qui, par suite, est identiquement nul. 

Il nous reste un dernier point à établir : 

Si un champ correspond à une transformation infinitésimale dont la défor- 
mation pure est partout nulle , cette transformation conserve les distances. 

En effet, cette transformation fait passer des points P et Q aux points P' et Q' 
définis par les relations 

PP' = V(P)df = dP, 

QQ' = V(Q)d/:=dQ. 

Calculons P‘Q'* — PQ J , ou, ce qui revient au même, dVQ*. 

Nous aurons 


|dPQ 2 = PQ dPQ. 
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le second membre désignant un produit scalaire, qu’on peut encore écrire 

PQ.rfQ — PQ.rfP. 

En définitive, nous pouvons donc écrire 


^PQ ! = PQ 


* dt 


-PQ 


d P 
'Tt 


= PQ.[V (Q) — V(P)]. 


Or, d’après la propriété spécifique du champ, le second membre est nul. 11 y a donc 
bien conservation des distances. 

En résumé, l'annulation identique de la déformation pure est bien la 
condition nécessaire et suffisante pour que le changement de configuration défini 
par la transformation infinitésimale qui correspond au champ soit un dépla- 
cement infinitésimal. Le champ se réduit alors à un champ de moments. 

La recherche précédente peut s'effectuer aussi analytiquement. Il faut alors 
partir de l’expression développée de (240), déjà écrite au n° 161 [expression (214)], 
et écrire qu’elle se réduit à h-~{- k 1 1\ ce qui revient à exprimer que le tableau 
carré formé par les neuf dérivées partielles premières de u, v , iv est symétrique 
gauche. Posons donc 



/ OU 

= 0, 

ou 


?U 



r* 

•W 

— r, 

ÏZ 

— ( h 

(247) 

’ Ou 
i ox 

— r. 

Ou 

ïÿ 

= 0, 

?z 

— — 


f Ou.» 


ou» 


ÏW 

= 0, 


\ OX 

= — <l, 


= P> 

Tz 


en désignant par p , q , r des fonctions qui restent à déterminer. De l’examen du 
tableau ci-dessus, on déduit aisément : 

1° Les fonctions u , q, r sont indépendantes de x ; 

2° Les fonctions v, r , p sont indépendantes de y ; 

3° Les fonctions w, p , q sont indépendantes de 

En définitive, p dépend de x seul, q de y seul, r de ; seul. Or en exprimant les 
conditions d'intégrabilité 



on trouve 


d'où 

fP — ïî — l r 

«''x Oy o: 




Or 

02 


0, 


or 

Fz 


+ $f = 0, 


ox 


IE. 

ox 


12 

*y' 


o, 


o, 
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égalités qui montrent que p, q, r se réduisent à des constantes. La solution s’écrit 
donc finalement 

( u — u o — '\'/> 

(248) } t> = » 0 4 -rx — pz , 

( iv — ir 0 4 - py — qx, 

où u 0 , v 0 w Q désignent aussi des constantes. C’est bien là la forme générale des 
équations qui définissent un champ de moments, lorsque le moment par rapport à 
l’origine et la somme géométrique ont pour composantes respectives u 0 , o 0 , tv 0 et 
/). 7 , r. Ces formules sont aussi celles qui donnent le champ des vitesses aux divers 
points d’un solide : w 0 , t> 0 , iv 0 sont alors composantes de la vitesse d’un point parti- 
culier, lié à ce solide et pris pour origine; p y 7 , r sont, d’après le théorème du 
n° 1GÜ, les composantes de la rotation instantanée. Suivant une remarque générale, 
le rotationnel sera ici constant et égal au double de la rotation. 

Avant de quitter cet ordre d’idées, nous étudierons encore le cas où la défor- 
mation pure en chaque point serait isotrope , c'est-à-dire où la dilatation linéaire 
locale serait la même dans toutes les directions : cela équivaut à supposer que la 
déformation pure se réduise en chaque point à une homothétie. 

Cette étude aura un double intérêt : 

1 ° Elle nous montrera les relations de la théorie actuelle avec celle des transfor- 
mations infinitésimales qui conservent les angles. En effet, la conservation des angles 
est une condition équivalente à la suivante; réduction de la transformation infinitési- 
male tangente à une similitude, ou encore de sa composante autométrique à une 
homothétie. 

2° Elle nous fera voir que le champ d'applications des opérateurs, définis indé- 
pendamment du nombre des dimensions de l'espace, est un champ limité: autrement 
dit, elle nous montrera que tel mode de symbolisme qui réussit en certaines circon- 
stances à donner aux calculs et aux raisonnements une forme plus brève et même 
parfois plus compréhensive, échoue complètement dans d’autres problèmes. Cela 
montre bien qu’il y a lieu de ne pas être trop systématique et de ne pas s’attacher 
d'une façon trop exclusive à tel ou tel système de notations. Ce sont ces points que 
nous allons maintenant développer. 

176. Champs à déformation pure isotrope. — La condition que 
nous cherchons à exprimer peut revêtir différentes formes. 

Cette condition a trait à la déformation pure, qui fait correspondre au vecteur SM 
le vecteur 

SM 4- ^SV — ^ rotV A oM^cfL 

Celte déformation pure doit se réduire à une homothétie infinitésimale, permettant 
de passer du vecteur SM au vecteur SM[i 4 - p(M )<//]. On doit donc avoir 

p(M)5M = SV — c, rotV A 5.M, 


(249) 

d’où l’on déduit 

(250) 


p(M)5M 2 = 5 V.SM. 
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La condition (250), qui est nécessaire, est aussi suffisante, car si elle est remplie 
la forme quadratique, attachée à la déformation pure a pour expression 

SM.[$M-{-(sV — |rotV A 
ou 

SM*[1 -hp(M)rfI], 

qui est bien la forme attachée à une homothétie infinitésimale. 

Remarquons que la condition (250) peut être interprétée de la manière suivante : 
elle exprime que l’on a 


ou encore que le produit scalaire de la dérivée géométrique de V dans une direction 
par le vecteur unité de cette direction est le même pour toutes les droites rayonnant 
d’un point, en un mot, qu’il se réduit à une fonction de point p(M). 

On peut être tenté d’exprimer cette condition à l’aide de l’hamiltonien : en 
appelant u le vecteur unité d’une demi-droite issue de M, la dérivée géométrique 
de V en ce point suivant cette demi-droite s’obtient eu appliquant à V l’opérateur 
u. v» s o n expression symbolique est donc 

(u.v)V, 

et il faut écrire que l’expression 

(251) u.[(u.v)V] 

n’est pas fonction de la direction u, mais seulement du point M. 

Jusqu’à présent, nous sommes autorisés à concevoir deux sortes de solutions de 
ce problème : 

1° une solution à formules développées , avec mise en évidence des composantes 
relatives à un système fondamental particulier, suivant les méthodes de la géométrie 
analytique; 

2° une solution intrinsèque , basée sur l'étude préalable (amorcée ici) des 
opérateurs (finis ou différentiels) invariants et de leurs modes de composition. 

Le point sur lequel nous nous proposons d’insister est le suivant : tout espoir 
de solution de cette deuxième espèce doit être écarté, si du moins l’on n’entend y faire 
intervenir que des opérateurs dont les définitions et les modes de composition sont 
posés ou établis indépendamment du nombre des dimensions de l’espace, à l’exemple 
du produit scalaire, de l'hamiltonien, et des opérateurs composés à l’aide de ceux-là. 

Nous allons montrer en effet que la solution se présente avec un caractère de 
généralité bien différent, suivant qu’on raisonne dans le cas de deux ou de trois 
dimensions. 

177. Cas de trois dimensions. — Appelons toujours u, y, w les composantes, 
relatives à un système orthogonal et normal, du vecteur du champ au pointa:, y, z. 
Appelons a, p, y celles de u. Il faut écrire que l’expression 


SV SM 


[SM | ’| S M) 


P(M), 
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est indépendante de a, p, y, qui sont liées elles-mêmes par la condition 
(252 bis) a* 4 - p* y* = 1 . 

Pour cela, il faut et il suffit que l’on ait 



La valeur commune de — , — , n’est autre que la quantité p(x, y, z), exprès- 

' 

sion relative à notre système fondamental de la fonction de point p(M) introduite plus 
haut. 


Donnons au problème la forme suivante : supposons connue a priori la fonction 
p (x,y, z) et cherchons à déterminer des fonctions u, v, w satisfaisant aux six équa- 
tions linéaires 


(254) 



La méthode la plus naturelle pour l’étude de ce système consiste à considérer une 
intégrale m,ü, w développable en série et à chercher comment s’opère le calcul des 
coefficients dans les développements de h, v, w. Le problème est ainsi ramené au 
calcul des dérivées partielles de «, v, w pour un système de valeurs x\y, z. 

Sur les neuf dérivées partielles premières, on peut en choisir trois arbitraire- 
ment, puisque ces neuf quantités sont liées par les six équations (254) : on pourra, 
par exemple, pour achever de les déterminer, se donner arbitrairement les trois diffé- 


ïw ïv tu Mo ?v 

rences , , — 

ïy »>z ;>z o# ïx 

tionnel. 


— c’est-à-dire les trois composantes du rola- 

1 *y 


Passons au calcul des dérivées secondes. Elles sont au nombre de six pour 
chaque composante telle que w. 11 y en a donc en tout dix-huit. Ces dix-huit 
inconnues sont astreintes à vérifier les dix-huit équations qu’on obtient en appliquant 
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à chaque équation (254) les opérateurs ^ 
suivantes : 


~ . Ces dix-huit équations sont les 


l 


Ux' 

U 


xy ■ 


Jxy ■ 

v : 


IV rs = 
Wyz = 


Pc 

?r> 


U X - = Vy 7 = IV Z , 


W xy ~h Vxz 0, 

IVy. + Vy. = 0, 
w zy H - V z , = 0, 


u. r - -f- w x , — 0, 
Uyz 4- tV X y = 0, 
M s . 4- »’x: = 0, 


u x . 4- U xy = 0, 
V xy 4“ Uy, = 0, 
V XZ ' I " My Z 0. 


Nous y avons simplifié à dessein les notations, en représentant une dérivée par la 
même lettre que la fonction qui lui a donné naissance, en ayant soin d écrire en 
indice la où les variables par rapport auxquelles une dérivation a été effectuée. 

Nous voyons immédiatement que ce système admet une solution et une seule : 
eu effet, ses neuf premières équations sont résolues et donnent : 

i° les dérivées secondes de u, où Tune au moins des dérivations est faite par 
rapport à x ; 

2° les dérivées secondes de v, où l’une au moins des dérivations est faite par 
rapport à y ; 

3° les dérivées secondes de iv, où l’une ou moins des dérivations est faite par 
rapport à z. 

Les neuf dernières équations déterminent alors les inconnues restantes : tout 
d’abord, les trois d’entre elles qui, dans la disposition ci-dessous, sont en diagonale 
principale donuent 

Uyz = «sx = <V cy = 0. 


Les autres déterminent alors en fonction des dérivées précédemment calculées les 
six dernières inconnues u,,., u z ,, u s *, v x », uy, vy. 

Nous pouvons donc passer au calcul des dérivées du troisième ordre. 11 y en a dix 
par composante, c’est-à-dire trente en tout. Ces trente inconnues sont astreintes à 
vérifier les trente-six équations obtenues en appliquant à chacune des équations (254) 


les opérateurs ^ 


y- 


y i ' 1 .''z 2 ' tyïz' ï z .4; ’ ïxïy 


. écrivons ces équations 


a) 

<0 


U x .: 

U 


V x *y : 


Wz'* — P-d 


tir.» 


w 


y'* 


Py'i 


Ujyz V y* z W yz % py 3 , 


= Vy Z t—W Z > = P = t 


u *'y 


^Xî/* Çxy. 


U'x'y 

n 'v + «V* 

Wy*» “f- t>s» 
Wyti H- V yi % 
>•' 1 V « 


1 xy* 


IV 


*y % ' 


J xyz 


0, / u x » z 4~ v' x i — 0, 

0, b) 1 v.yt z 4- v' x yi = 0, 

0, 1 n s .4-Wxi*= 0, c) 

0, j Uy t l 4" W X y Z = 0, 

0, b ) | w xt «4- —0, 

; 0, \ U xyz 4- Wx,y = 0, c’) 


Les dix-huit premières équations sont résolues et donnent : 


v x 


U 


V 


xy> 


*'y 

4 - Uy> 

Ü*J. + U.I 

Vxyz 4 ~ Uy'i 


v x , z 

Vx’y ■ 


U X y Z 


U 


xy' 


0, 

0. 

0, 

0, 

o, 

0. 
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i° les six dérivées troisièmes de u, où l’uue au moins des dérivations est faite 
par rapport à x ; 

2° les six dérivées troisièmes de v, où l'une au moins des dérivations est faite 
par rapport à y ; 

3° les six dérivées troisièmes de w, où l'une au moins des dérivations est faite 
par rapport à z. 

Les dix-huit dernières vont alors nous déterminer les douze inconnues restantes 


moyennant six conditions de compatibilité. Mettons à part, dans nos dix-huit équa- 
tions, les six qui ont été repérées ci-dessus, à l'aide des lettres u), />), c), a'), />'}. v'). 
Chacune des autres contient une dérivée déjà calculée et l une des douze inconnues 
qui restent à déterminer. Il suflil donc de porter les valeurs ainsi trouvées dans 
a), b ), c), a'), b' j, c') pour obtenir les six conditions de compatibilité cherchées. Ce 
sont respectivement, eu les désignant par des symboles qui rappellent les équations 
dont elles proviennent, 


'V é 2 p , ?*£> n 

ci j ) -4— — -, — 0 , 

7 2 y* 2 


, 2 o y z 

*■> 


c,) ïM'ï-p 


En définitive, la compatibilité exige donc : 

1° que toutes les dérivées secondes de la fonction z soient nulles, c'est-à-dire que 
cette fonction se réduise à un polynôme du premier degré ou à une constante; 

2° que toutes les dérivées troisièmes de u, o, iv soient nulles, c'est-à-dire que ces 
fonctions se réduisent à des polynômes du second degré au plus. 

On obtient, de ce fait, deux sortes de solutions : 

1° Supposons <fabord que p se réduise à une constante m: les u,v,tr seront 
alors des fonctions du premier degré seulement. D'ailleurs le système (2.’’>4), qui 
détermine ces trois fonctions, est linéaire. Pour en obtenir l’intégrale, générale, il 
suffit d’ajouter à une de ses solutions l'intégrale générale «lu même système sans 
second membre, c’est-à-dire obtenu eu faisant p~0. Or un tel système est précisé- 
ment celui qui exprime que la déformation pure est partout nulle. De la solution 
particulière évidente 

u — tnx , v = my, ir — rnz 

«lu système (254) (où p = m), on passe donc à son intégrale gtmerale <jui est 


S u = v 0 -t- mx H- c/z — ry, 
v = v 0 -h vi y -l- rx — pz, 
tr = ii' 0 --h mz f p y — yx. 

On obtient ainsi les champs qui correspondent à des similitudes de rapport infiniment 
petit. 

2° Supposons maintenant que p soit du premier degré. Par un choix convenable 
des axes, on peut faire en sorte que l’on ait 

P =2A:, 
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A désignapt une constante arbitraire. En raisonnant comme plus haut, on obtient 
comme intégrale générale 

S u — u 0 -hqz — ry -f- 2Aa?z, 
v = t) 0 + rx — pz -h 2A yz, 
w = w 0 4 -py — qx — A ( x 2 -4- y* — z*). 

Ce champ est obtenu en composant un champ de moments avec un champ de 
la forme 

f u==2Axz, 

(257) *> = 2A yz, 

( w — A(z 1 2 — æ 2 — y ! ). 

Ce dernier champ est de révolution autour de Taxe Oz. Menons un plan méridien 
quelconque et soit O?* sa trace sur le plan xOy. Le vecteur du champ en chaque 
point de ce plan y est tout entier contenu. Exprimons-le par ses composantes s, w 
dans le système Or, Oz. Nous aurons 


(258) 


( s = 2Arz, 

( w = A(z 2 — j’ 2 ). 


Les deux solutions ainsi obtenues se distinguent essentiellement par la propriété 

suivante : la première seule est susceptible de donner 
naissance à un groupe continu de transformations 
finies qui conservent les angles. 

Pour établir ce fait nous rappellerons d’abord le 
résultat suivant, pour la démonstration duquel 
nous renverrons le lecteur au traité d’analyse de 
M. Coursât (') : 

Tout groupe continu à un paramètre , qui ren- 
ferme la transformation identique, se déduit d'une 
transformation infinitésimale , associée à un champ 
vectoriel u, v,w , en intégrant les équations 



(259) 


rfX 


d Y 


d Z 


u(X, Y, Z) w(X, Y, Z) m>(X, Y, Z) 


— dt. 


Ce résultat est facile à interpréter géométriquement. Les équations (259) donnent 
à chaque instant t le champ des vitesses aux divers points d’un milieu fluide dont la 
configuration varie avec t. On suppose en outre qu’en un point déterminé, le vecteur 
vitesse de l’élément matériel qui y passe est toujours le même, àutrement dit que le 
mouvement est peimianent. 

Soient 

( x = A x > î/> 3 i 0> 

(260) ) \ — g(x, y, z, t), 

( Z = /i(x, y, z, t) 


(1) Cours d Analyse mathématique, t. II, n* 398. Tout ce qui est essentiel pour l& com- 

préhension est d’ailleurs indiqué ici-méme. 
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les intégrales du syslème (259) qui pour t = 0 sc réduisent respectivement à x, y, z 
Le caractère permanent du mouvement exige que les relations (2G0) entraînent 

( AX, Y, Z, T )~f{x, y , 2, 

(261) < ^(X, Y, Z, T) = g(x, y, z, t-\- T), 

( A(X, Y, Z, T)= /i(x, ?/, 2, t T). 

C’est dire qu’en composant la transformation qui correspond à la valeur t du para- 
mètre et celle qui correspond à la valeur T, on retombe sur un individu de la 
famille (260), correspondant à la valeur f-f-T. Les transformations ainsi obtenues 
formeront donc bien un groupe. 

Considérons d’abord le cas où l’on donne à u, i\ w les expressions (255). Par un 
changement de coordonnées, qui consistera à prendre pour origine le point où m, i\ ir 
s'annulent et pour axe Oar une droite parallèle au vecteur /),</, r, nous pourron 
toujours nous ramener au cas où l’on aurait 


u = mx, v — m y — pz , w = m z -f- py , 

et nous aurons à intégrer le système 


(262) 


dX __ dY dZ 

rnX m Y — p'Z /// Z -t- p V 


L’intégrale telle que X, Y, Z se réduisent respectivement h x, y. z pour / = 0 peut 
s’écrire 

( X = xc'" 1 , 

(263) < Y — e"“(y cos pt — 2 sin/j/), 

( Z == e mf (j/ sin pt - 1- : cos pt). 


Les transformations obtenues de la sorte sont des similitudes. Elles conservent donc 
les angles. 

Prenons au contraire pour u y v,w les valeurs (257) où nous ferons A= l. En 
utilisant la forme (258), le système à intégrer pourra encore s'écrire 


(264) 


tfR 

di 

dZ 

dl 


= 2KZ, 

= Z* — U 2 . 


Pour intégrer rapidement, considérons la variable complexe Z-t-i’R. Le syslème 
précédent peut s'écrire 

— (Z -t- üt)-. 

dt 


En intégrant, nous aurons 
d'où 


1 


t 


z -f- i/' / —f— tlt 


f, 


z m 


ir 


1 — t (; -f- ir) 
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Le groupe de transformations est donc obtenu, à l’aide des formules 


y s(i — tz) — t*r* 

(1 — Iz)*4-* 2 r 2 ’ 


(1 — tz)* 4- * 2 r 2 

T 

R = (T— /^-MV 2 ’ 


ou enfin, sous forme définitive, 


(265) 


l 1 — 2<: -h t* (x* 4- y* 4- z 2 ) ’ 

) y v. 

) 1 — 2Iz -t- < 2 (x 2 y 2 -f- z 2 ) ’ 

f 7 z — /z 2 — / 2 (a? 2 4-y 2 ) 

\ 1 — 2/Z 4- /* (O’ 2 4- y*' 4- z 2 ) ’ 


et cependant, cette transformation ne conserve pas les angles : on peut remarquer 
par exemple immédiatement qu’aux [dans X = const. et Y = const. correspondent 
dans cette transformation des sphères qui ne se rencontrent pas à angle droit. 

Le résultat annoncé est donc établi. 

178. Cas de deux dimensions. — Gardons les mêmes notations, en remarquant 
<pie chaque vecteur n’a désormais que deux composantes u et v. Les conditions à 
exprimer sont alors 

( ?M — --=0, 

(206) X ^ 

{ ?x a y 

En éliminant u, on voit qu’on peut prendre pour u une solution quelconque de 
l'équation 

a 2 u . ? 2 u 


(267) 


w« + >7 = 0 0,1 4 *“ = °- 


Inversement, soit u une solution de l’équation (267). On en déduit v à une 
constante près, à l’aide des deux équations compatibles 


(268) 


? v a u 

ay ?x 


ou, si l'on préfère, en intégrant la différentielle totale 

au, au, 

— du — dx, 

dont la relation (267) constitue précisément la condition d’intégrabilité. 

Le degré de généralité de la solution est donc beaucoup plus étendu que dans le 
cas précédent. 
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C'est là un résultat qu'aucun mode de résolution intrinsèque , basé sur 
l'emploi d' opérateurs ayant une signification indépendante du nombre des 
dimensions , ne pouvait faire prévoir. 

Il est donc établi que le calcul vectoriel est impuissant , à lui seul , à donner 
la solution de tous les problèmes , et qu’il est nécessaire, dans certains cas, de 
revenir aux composantes. 

Pour clore l’étude de ce problème, nous ferons remarquer que les équations (266) 
sont aussi celles qui expriment que u •+■ iv est une fonction analytique de a* 4 - iy. 
Nous nous bornerons à celte indication, dont le développement fait à lui seul l'objet 
d'un important chapitre, au début du tome 11 du Cours d' Analyse de M. Goursat. 
Signalons enfin que le groupe continu qu’on obtient en intégrant le système 

dX _ d\ _ . 

«(X, Y) v(X, Y) Ü 

(ou prendra comme variable u -+- iv) est formé de transformations finies conservant 
les angles. 

179. Champs irrotationnels. — On dit qu’un champ vectoriel V(M) est 
irrotationnel , lorsqu’on a en tout point M de ce champ 

(269) rotV = 0. 

Appelons toujours u, a, iv les trois composantes de V. ha condition (269) 
équivaut aux trois suivantes : 

ÏW ÏV ?u ÏW ?v ÏU ^ 

’i y ^ ^ ^ X 1*1/ ’ 

qui expriment que 

udx -h vdy -f- wdz = V . d M 

est la différentielle totale d’une certaine fonction K(M) ----- f(.r, y , :), ou encore que 
l’on a 

(270) V = gradK(M). 

Cette condition est nécessaire; elle est aussi suffisante, car nous avons déjà 
établi [égalité (224)] que l’on a 

rotgradF(M) = 0. 

Dans un tel champ, on donne le nom de surfaces de niveau aux surfaces qui 
ont pour équation 

F(M) = C, 

en désignant par C une constante quelconque. Soit f(x , y , z) l’expression analytique 
de F(M). L’équation (270) équivaut aux trois suivantes : 
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En chaque point d’une surface de niveau, il passe une ligne de champ, et la 
tangente à cette ligne a pour paramètres directeurs u, v, w, ou, en vertu des rela- 
tions précédentes, ~ On peut donc énoncer le résultat suivant : 

i x i y i 

Dans un champ irrotationnel , c'est-à-dire dans un champ obtenu en prenant 
le gradient d'un certain champ scalaire, les lignes de forces sont les trajectoires 
orthogonales des surfaces de niveau de ce dernier champ. 

180. Potentiel scalaire. — Lorsqu'un champ de vecteurs est irrotationnel, nous 
avons établi la possibilité de le déduire d’un certain champ scalaire F(.M), par une 
relation de la forme (270). On donne le nom de potentiel scalaire à la fonction 
— F(M). 

Signalons dès à présent qu’un champ de vecteurs qui est irrotationnel et uniforme 
peut prendre naissance, dans certains cas, à partir du potentiel non uniforme. Par 
exemple, de la fonction non uniforme 

M 


(271) F(M) = 

dérive le champ qui a pour composantes 


arc tg 


x 


(272) 


U : 


y 

x~ -h y ' 1 ' 


v — 


x 


-f-?/ 


2 ! 


w — 0 . 


Nous reviendrons sur les cas analogues et en donnerons l’explication, en faisant 
l’étude des relations intégrales dans les champs. 

181. Champs à tllverg-enee nulle. Potentiel vecteur. — Ainsi que 
nous l’avons vu déjà [égalité (230)] la relation 


(273) V(M) = rotU(M) 
entraîne 

(274) divV(M) = 0. 


Réciproquement, considérons un champ vectoriel satisfaisant à la condition (274). 
On peut, et d’une infinité de manières, déterminer un autre champ vectoriel U(M), 
lié au champ donné V(M) par la relation (274). 

Nous subdiviserons la démonstration en deux parties : 

1° S'il existe un champ < U(M) répondant à la question, il en existe une 
infinité : en effet, si nous avons 


nous aurons aussi 
pourvu que l’on ait 


rotll(M) = V(M), 
rotU(M) = V(M), 
roWM) — U(M)] = 0, 


ou encore que l’on ait, en désignant par <p une fonction scalaire quelconque de M : 
(273) U (M) = <11 (M) -+- grad <p. 
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2° On peut trouver un champ particulier *U(M), tel guon ait 


rot < U(M) = V(M), 

et, dans ces conditions, le problème admet une infinité de solutions données par la 
formule (275). 

Montrons par exemple qu’on trouvera par quadratures une solution particulière, 
en imposant à tous les vecteurs Tl(M) d'ètre parallèles à un plan fixe. Si nous 
prenons ce plan pour plan des xy> un vecteur 11 aura pour composantes 'U,, O : 
en appelant V.„, Y v , V* celles du vecteur V(M), les deux seules fonctions inconnues 
U E et Uy seront assujetties aux trois conditions suivantes : 

(-£=v.. 

\ VII 

(276) ’ ~ = V y , 

I ^v_-^i î = v 

\ ïx ÏIJ '■ 


En désignant par <p(.r, y ), x , y) les fonctions auxquelles se réduisent respec- 
tivement *ll x et ‘Uy pour z = O, nous aurons, en vertu des deux premières équa- 
tions (276), 

— — f Yy(j?, ty , z) dz -f- ^(x, y) , 

Jo 

%, = — £ V,(x, y, z)dz-h'l{x, y ), 


sous la réserve de satisfaire à la troisième équation du système précédent. Elle prend 
la forme 


ce qui peut s écrire 


I 

II 

> 

- r(2?H 

I/O \ ()il 

èy ) ïx ?y 

(i y. 


)dz-i-f{x , y) =4* — 

\ ? X 

èy ?s , 


en appelant f(x , y) la fonction Vj(.r, t /, 0). En vertu de la condition (274), vérifiée 
par hypothèse, le terme intégral est nul, et nous sommes ramenés à trouver deux 
fonctions <p et liées par la relation 


(278) 


èx 


i»<p 


f(X, î/)i 


f(x } y) étant une fonction bien déterminée. Un tel problème admet une infinité de 
solutions. 

Le résultat annoncé est donc démontré. 

On donne à la fonction — V le nom de potentiel vecteur. 

182. Champs irrotationnels et à divergence nulle. Fonctions 
harmoniques. — Cherchons, pour illustrer celte théorie, quels sont les champs 

14 


Boüligahd. — Géométrie vectorielle. 
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qui participent à la fois des deux caractères précédents, c’est-à-dire les champs V(M) 
tels qu’on ait à la fois 

(279) rotV(M) = 0, 

(280) divV(M) = 0. 

L équation (279) nous montre d’abord la possibilité d’écrire 

V(M) = gradF(M); 


cela nous ramène donc à la recherche des fonctions F(M) qui satisfont à la condition 

(281) divgradF(M) = 0, 

ou, d’après l’égalité (229), à la recherche des fonctions qui vérifient l'équation de 
Laplace 

(282) A a F = 0. 


On appelle fonction harmonique toute solution de cette équation, qui, à 
l’iutérieur d’un certain domaine (domaine d’harmonicité), est continue ainsi que ses 
dérivées des deux premiers ordres. L'importance que nous conférons à celte 
hypothèse, en la cataloguant sous la rubrique harmonicité , est justifiée par les 
importantes conséquences qui en découlent. Signalons seulement qu’une fonction ne 
peut être harmonique dans un domaine sans être, par le fait même, développable 
en série de Taylor autour de tout point strictement intérieur à ce domaine : harmo- 
nicité entraîne donc analycité. Nous admettrons ce point (*). 

183. Fonctions harmoniques particulières. — Considérons l'équation de 
Laplace 


(283) 


?ÿ* 



= 0 . 


Celte équation a une signification métrique invariante. Cela nous amène donc à 
chercher les solutions de la forme f(r), en appelant r la distance du point d’éva- 
luation de la fonction à un point fixe quelconque que nous prendrons pour origine. 

X 7 y 2 

En remarquant que les dérivées partielles de r sont - , ■ , “ , nous aurons 


11= r <4 


i' 9 pt / \ v 

1 ' ' r 




% = nr)$ + Cp(l-$)..t te.... 

lin définitive, nous aurons 

A tî =r{r) *±$±* + r W ( 3 - *±£±£) =r(r) 
et la fonction f(r) devra satisfaire à l’équation différentielle 

rf”ir) + 2/'(r) = 0, 




(1) Pour le développement de cette théorie, voir le Cours d'Analyse mathématique de 
M. Edouard Goursat, tome 111, chap. xxvu et xxvut. 
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qui s'intégre immédiatement et donne 

r 2 / v (r)= — a, 

en appelant a nne constante. Une nouvelle intégration donne la solution générale 
cherchée 

(284) /•(>) = " + «. 


Nous obtenons ainsi une solution qui dépend paramétriquement du point O, et 
<|u on appelle la solution fondamentale relative au pôle O. Celte solution est 
harmonique dans tout l’espace, sauf au pôle. 

Remarquons maintenant que l'équation (288) est linéaire. Par conséquent, si des 
fonctions 9 ,, © 2 , ..., ©„ vérifient celle équation, il en sera de même de la fonction 


Par exemple, la fonction 


Cj ©| I Cj ©j ■)” . . . (_<„ 


(285) 



OjM U,M 


— j- 


C„ 

U„M’ 


dans l’expression de laquelle O,, 0 2 , ..., O n désignent n points fixes est harmonique 
en tout point M, sauf aux n pôles O,, (> 2 , 0„. Généralisons ce procédé de forma- 

tion, et faisons appel à un passage à la limite. Nous obtenons les potentiels «le lignes, 
•le surfaces, ou de volumes, exprimés respectivement par les intégrales 


(280) 


Cîi P) 
Je OU 


ds ü , 



r?(0) 
,./ v T > M 


du* 


0* 


où ds 0 , dn 0 , rf (» 0 désignent respectivement l’élément de longueur, de surface, ou «de 
volume qui avoisine le point O. Une démonstration que nous ne donnerons pas ici 
permet d’établir rigoureusement que les trois intégrales précédentes représentent des 
fonctions du point M qui sont harmoniques en dehors de la ligne, «le la surface, ou 
du volume d’intégration. 

En particularisant le sens général que nous avons indiqué pour le terme ))oien- 
tiel, on dit souvent que les intégrales précédentes sont des potentiels : avec plus de 
précision, on peut dire que l'expression (285) est le potentiel d'un système de points 
isolés, que les intégrales ci-dessus sont les évaluations respectives des potentiels 
d’une ligne, d’une surface et d’un volume. Dans l'expression (285) figurent n coef- 
ficients arbitraires C u C 2 , ..., C„, qui sont les masses des points polentianls 
O,, 0 „ . . ., 0 „. Ils sont remplacés, dans les intégrales (280), par les fonctions p(ü) 
donnant la densité des masses, qui, au lieu d’être concentrées en des points isolés, 
sont maintenant réparties d’une manière continue : s (O) désigne, dans la première 
intégrale, une densité linéaire; dans la seconde, une densité superficielle; dans la 
troisième, une densité spatiale. 

Signalons en outre que l’extension progressive du domaine d intégration, sans 
faire disparaître les singularités, a pour effet de les atténuer. Par exemple, au voisi- 
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nage d'une masse polenliante isolée 0, le potentiel croît indéfiniment : il a pour 
expression ^ si cette masse 0 est unique. S’il y a d’autres masses (séparées de la 
première), en un point infiniment voisin de la masse a placée en 0, le potentiel est 
un infiniment grand équivalent à On démontre alors la possibilité de le mettre 
sous la forme 



F (M) étant développable en série autour du point 0. Une masse isolée (et finie) pro- 

{ 

duit donc un potentiel qui est infini de l’ordre de - . 


Soient maintenant une ligne polentiante, C une portion de cette ligne. On peut 
démontrer que lorsque M s’approche indéfiniment d’un point P de cette ligne (où la 
densité p n’est pas nulle), l’intégrale 



augmente indéfiniment : mais la croissance est ici moins rapide que précédemment. 
En supposant que PM soit orthogonal en P à la courbe, cette croissance est d’ordre 
comparable au logarithme de la distance PM. 


Pour vérifier cette affirmation sur un exemple, considérons le cas où l’arc C se 



réduit à un segment de droite AB, de longueur 21, et où le point M se 
projette orthogonalement au milieu P de ce segment; si en outre la 
densité p (0) est égale à 1 , en tout point de AB, le potentiel en M aura 
pour valeur 


(287) 



en désignant par z la mesure algébrique de PO et par 3 la distance 
PM. Finalement, nous aurons donc 


(288) 



en appelant p le demi-périmètre du triangle MAB. Lorsque 8 tend vers zéro, elle croit 

j 

indéfiniment comme la quantité 2 I. 


Dans le cas d’une répartition continue de masses sur une portion de surface S, 
l’intégrale 

(289) J$SK 

reste finie lorsque M tend vers un point P de la surface. On démontre même que 
cette fonction est continue en chaque point P de cette surface. Toutefois, et ceci 
montre qu’il subsiste une singularité, la dérivée normale est discontinue en ces 
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mêmes points. Admettons encore ce théorème général, et bornons-nous à en vérifier 
l’énoncé sur un exemple. 


Supposons que S soit constituée par la totalité 
égale à 1 en tout point de cette sphère. Le poten- 
tiel en M dépend alors uniquement de la distance r 
du point M au centre C de la sphère. D'après un 
résultat précédemment obtenu, il a donc pour 
expression 

- -f b ou ~ l - -f 6,, 
r r 1 

en désignant par a, b, a t , certaines constantes, 
suivant qu’on se place à l’extérieur ou à l’inté- 
rieur de la sphère. 

Supposons d’abord que M soit à l’extérieur de la sphère : le potentiel tend vers 
zéro lorsque M s’éloigne indéfiniment (') : donc on a nécessairement b — 0, et le 

potentiel est de la forme 

Par contre, si M est à l’intérieur de cette sphère, le potentiel se réduit nécessaire- 
ment à 6 t , car si a, n’était pas nul, ce potentiel serait singulier en C, ce qui ne peut 
être, puisqu'il n’y a pas de masse en ce point. 

Sans faire de calcul, nous établissons ainsi qu’il faudra recourir à deux fonctions 
bien distinctes pour exprimer le potentiel de part et d’autre de la sphère S. 

Abordons maintenant le calcul direct : partageons la sphère en zones élémentaires 
ayant pour axe commun le diamètre de M. L’une de ces zones, d’abscisse 
moyenne Cw = x, a pour surface 2nl\dx (l’axe des abscisses, soit GX, est la droite 
GM, en direction et sens). Le potentiel en M des masses réparties sur cette zone a pour 
valeur 


d’une sphère et que la densité p soit 



(290) 


d\ 


2n IU/ j" 

y/ lt 2 r 2 — 2rx' 


et le potentiel total est l’intégrale 


(291) 



d£ 

v R* + r 3 


2rx 


2ttR 

r 


[Vit 2 + r* — 2rx 


] 


T B 
— H 


2t:K 

r 



r — | H — r| ] 


[ne jamais oublier que la racine carrée de m* est | m j ]. La présence du symbole valeur 
absolue nous oblige à écrire pour cette intégrale deux expressions différentes, sui- 
vant que r est < R ou > R. 

Supposons d’abord que M soit extérieur h la sphère, auquel cas r surpasse II. 
Nous trouvons pour valeur du potentiel 


(292) 




c’est-à-dire môme valeur que si la masse potentialité, au lieu d être répartie unifor- 
mément sur la sphère, était concentrée en son centre. 


(1) Chacune des intégrales (280) tend vers zéro lorsque M s’éloigne indéfiniment, si 

l’on suppose tout au moins que la ligne, la surface ou le volume d’intégration sont tout 

entiers à distance finie. 
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Si M est intérieur à> la sphère, r est moindre que R. Nous trouvons pour le poten- 
tiel la valeur constante 4aR. 

On peut remarquer que si M tend vers un point P de la surface de la sphère, la 
première expression (si M est à l’extérieur) et la seconde (si M est à l’intérieur) 
tendent vers une limite commune : il y a donc bien continuité du potentiel étudié 
sur la sphère. 

Par contre, prenons Ta dérivée normale, c’est-à-dire ici la dérivée suivant le 
rayon (nous prendrons le sens de la normale extérieure). En un point intérieur à la 
sphère, cette dérivée est nulle. En un point extérieur et infiniment voisin de P, elle 
tend vers — 4a. Elle éprouve bien ainsi, au passage de la sphère, une discontinuité. 

Il anus reste à examiner le cas d’une distribution continue des masses, à l’inté- 
rieur d’un certain volume. On établit alors que si le point M est’ situé à l’intérieur 
de ce volume, l’intégrale 



représente une fonction continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres 
(pourvu que la fonction p admette en chaque point du volume V des dérivées pre- 
mières continues) : mais cette fonction cesse d’être harmonique. Elle satisfait à 
1” équation de Poisson 

(294)' A 2 F = — 4ap. 


Vérifiona oncore cet énoncé sur un exemple : nous supposerons que les masses 
potentiaintes sont réparties uniformément, avec une densité spatiale égale à l’unité, 
A l’intérieur d’une sphère. Imaginons que l’on ait subdivisé cette sphère en couches 
cooeent riques, d’épaisseur infiniment petite. Celles de ces couches qui laissent à leur 
extérieur le point M y produiront le même potentiel que si toute la masse potentialité 
qu’elles supportent était condensée au centre de la sphère. 

Dans le cas où M est extérieur à la sphère, oette remarque nous fournit immédia- 
tement la solution du problème : si nous continuons à appeler r la distance CM, le 
potentiel en M sera 

4 R 3 

(295) F(M) — 


car la masse totale condensée au centre est ici égale au volume de la sphère. 

Supposons maintenant que M soit intérieur à la sphère. Nous subdiviserons les 
couches sphériques élémentaires en deux catégories : 

1“ celles qui laissent M à leur extérieur; elles produisent en M le potentiel total 

2° celles qui enveloppent le point M. Considérons celle qui a pour rayon moyen X et 
pour épaisseur dk : la masse potentiante correspondante est 4a X s dX, le potentiel qu’elle 
engendre s’obtient en divisant par le rayon de la couche, ce qui donne 4 a XdX. Le 
potentiel total des couches enveloppantes est donc 

/ 4aXdX = 2a(R 2 — r 2 L 


La valeur totale du potentiel en un point M intérieur à la sphère est donc 
F ( M) = ~ a r 2 -t- 2a (IV 2 — r 2 ) = 2a R 2 — far 2 . 


( 296 ) 
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Ici encore, noua aurons donc deux expressions distinctes pour le potentiel exté- 
rieur et le potentiel intérieur. On remarque facilement que ce dernier satisfait bien à 
l'équation 

A., F = — 4 ro 

** I 

(le second membre se réduit ici à — 4 z). 

Dans un ordre d idées différent, on peut déduire de la solution fondamentale 

1 

OM 


grâce à la présence du point paramétrique O, de nouvelles solutions de l’équation de 

Laplace. Soit O' un point infiniment voisin de 0. La fonction iV f ü - est aussi une 

U M 

solution, et, par suite, il en est de même de la fonction 


A.f 1 _J N 
oo'vülï om ; 

et de sa limite quand 0' tend vers 0, dans une certaine direction caractérisée par le 
vecteur unité u. Celte limite n’est autre que la dérivée de par rapport an 
point 0, dans cette direction; sa valeur est donc, en vertu de la formule (170), 


( 207 ) 


u * 9 rad » C)M~~^ MOu “ ? 0M • 11 = 


où cp désigne l’angle (0$Cou). 

Nous obtenons donc une nouvelle solution de l’équation de Laplace en prenant 


F(M) = 


COS Cf. 

r- 


J 


où r désigne toujours la distance du point M à un point lixe 0, et cf. l’angle de OM 
avec une direction fixe Ou. 

De celte nouvelle solution, qui est harmonique sauf au point 0, 
on peut déduire en intégrant le long d’une ligne, d’une surface, 
ou d’un volume, de nouvelles solutions de l’équation de Laplace, 
qui sont des potentiels généralisés. 

Contentons-nous de dire quelques mots du cas où l'on intègre, le long d’une 
surface et où l’on prend, en chaque point 0 de celle-ci, pour direction Ou celle de la 
normale à cette surface. Considérons une densité t(0), qui soit fonction continue 
du point 0 sur cette surface, et envisageons l'intégrale 



( 298 ) 


F(Mj: 


f ç( 0) co s(0», 0M)^ ? 
V* ' 0 M- "° 


On donne à cette intégrale le nom de potentiel de double couche ( l ). On démontre 

(i) Par opposition à la seconde des intégrales (280), appelée potentiel de simple couche ou 
potentiel d’une distribution électrique superficielle. L'intégrale (298) peut être regardée 
comme le potentiel d’une suite continue de petits aimants, à pôles 0, U' très rapprochés, 
implantés perpendiculairement à 8. 
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qu’en dehors de la surface S elle représente une fonction harmonique du point M : 
on établit en outre que si M traverse la surface S en un point P de celle-ci, la fonc- 
tion F(M) éprouve une discontinuité. 

Hornons-nous encore à donner un exemple mettant en évidence cette disconti- 
nuité. Examinons le cas où l’on aurait p — 1 en chaque point de la surface S. L’inté- 
grale précédente prend alors une signification remarquable : chacun de ses éléments, 
provenant d’une portion infinitésimale da de la surface S, représente l’aire découpée 
sur la sphère de centre M et de rayon 1 par le cône qui a pour sommet M et pour 
directrice le contour de des. L’intégrale représente alors l’angle solide total sous 
lequel la portion S de surface considérée est vue du point M. 

C’est du moins le résultat qu’on obtient immédiatement lorsque chaque droite issue 
de M rencontre S en un point au plus. Tous les éléments de l'intégrale sont alors de 
même signe, car un changement de signe ne peut se produire que si cos cp s’annule, 
c’est-à-dire si le rayon vecteur MO devient tangent en 0 à la surface S. Lorsque cette 
circonstance se produit, on peut considérer les régions délimitées sur S par les 
courbes de contour apparent du cône circonscrit de sommet M : chacune de ces 
régions sera vue du point M sous un angle solide qui sera affecté d’un signe, et l’in- 
tégrale proposée sera la somme algébrique des angles solides sous lesquels sont vues 
ces différentes régions. Supposons en particulier que S soit une surface fermée, ana- 
logue à une sphère, à un ellipsoïde (c’est-à-dire réductible à une de ces figures par 
déformation continue). Une telle surface divise l’espace en deux régions : si M est à 
l’intérieur, l’intégrale proposée aura pour valeur 4 it. Si M esta l’extérieur, sa valeur 
sera zéro, en vertu de l’opposition des valeurs algébriques des angles correspondant 
aux différentes régions, lesquelles se réduisent à deux si la surface est convexe. Cet 
exemple montre clairement la discontinuité dont nous avons parlé. 


Pour terminer ces indications relativement à des fonctions harmoniques parti- 
culières, faisons remarquer qu’on peut se proposer de rechercher les solutions de 
l’équation de Laplace qui restent constantes le lonq des droites parallèles à une 
même direction Z. En prenant un système de coordonnées orthogonales et nor- 
males, dont l’axe des z soit parallèle à cette direction, nous serons amenés à cher- 
cher les fonctions cp de deux variables x et y, vérifiant l’équation de Laplace à deux 
dimensions 


(299) 


ü!ï. 

ïx 2 


*ç=0. 

?y 2 


Au sujet de cette équation, nous pourrons reprendre entièrement les idées précé- 
dentes en cherchant d’abord une solution fondamentale : comme solution fondamen- 
tale de pôle O, nous obtiendrons ici la fonction 


log 


1 

Om’ 


en désignant par m la projection de M (point quelconque de l’espace) sur le plan 
mené par O perpendiculairement à la direction Z. Dans l’espace à trois dimensions, 
cette fonction du point M présente une ligne singulière, à savoir la parallèle menée 
par 0 à Z. Au moyen de cette solution fondamentale, on pourra construire, en géo- 
métrie plane, des potentiels logarithmiques, qui sont des fonctions harmoniques, en 
dehors du domaine de répartition des masses potentiantes; suivant que ce domaine- 
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est un arc de courbe G ou bien 1 aire S d une portion du plan, nous obtiendrons 
ainsi des intégrales 


Xf(°) lo 8 m ds o el Jj(°) 


qu’il est facile d’évaluer en supposant par exemple que p soit égal à 1 et que G soit 
une circonférence ou S 1 aire d'un cercle. Ces intégrales présentent des caractères 
analogues à ceux que nous ayons indiqués pour les intégrales correspondantes de 
l’espace. La première est continue pour toutes les positions de m, y compris pour 
celles qui sont confondues avec des points de la courbe G. Toutefois, le long de 
cette courbe, il y a discontinuité de la dérivée normale. La seconde représente, 
moyennant certaines conditions de dérivabilité de p(O), nue fonction continue, 
même lorsque le point m est à l’intérieur de S, mais alors cette fonction n'est plus 
harmonique : son laplacien à deux dimensions a pour valeur — 2 rp. 

De la solution fondamentale, dérivée par rapport à O suivant un vecteur Ou (du 

plan des xy ), on déduit encore la solution en posant <p = 0 m, O u, d’où l’on 
peut passer au potentiel logarithmique de double couche 



lequel offre aussi une discontinuité lorsque le point m traverse la courbe (G). 
Lorsque p est égal à 1, cette intégrale représente d’ailleurs l'angle sous lequel cette 
courbe est vue du point m. 11 en est du moins ainsi lorsque chaque demi-droite 
issue de m rencontre G en un point au plus. Sinon, il faut partager C eu régions 
satisfaisant à la restriction précédente : l’intégrale est alors la somme algébrique des 
angles, pris alternativement, de région en région, avec les signes -f- et — , sous les- 
quels otes divers tronçons de courbe sont vus du point m. Si G est une courbe fermée 
sans point multiple, l’intégrale est égale à si m est à l'intérieur, el à zéro si m est 
à l’extérieur. 


184. Champs particuliers, en connexion avec la théorie des transfor- 
mations finies. — A partir du point de vue que nous avons développé au n J 173, 
on peut se proposer sur les champs vectoriels certaines recherches qui équivalent à 
des problèmes de la théorie des transformations finies. 

Considérons encore un couple M, M’ de points correspondants, et prenons, pour ce 
couple, la transformation linéaire tangente. Nous avons établi au n" 100 qu’on peut 
la considérer comme résultant d'une translation, d’une rotation et d’une transforma- 
tion autométrique. Il s’agit ici d’ailleurs d’une véritable composition de transforma- 
tions, et non, comme dans le cas infinitésimal, d’une addition géométrique. 

Cela posé, nous sommes conduits à nous poser les problèmes suivants : 

1° Trouver les champs qui définissent une transformation pour laquelle il y a 
contact, pour chaque couple de points, avec un déplacement (la transformation auto- 
métrique citée plus haut se réduisant à la transformation identique). 

2° Trouver les champs auxquels correspond une transformation tangente, en 
chaque couple de points, à une similitude (la transformation aulométrique se rédui- 
sant à une homothétie). 
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3" Trouver les champs auxquels correspond une transformation tangente, en 
chaque couple de points, à une transformation autométrique. 

Le troisième problème se résout immédiatement en exprimant la symétrie du 
tableau 


I 4- 


U 

?x 


*9 

^ X 

?h 


?x 


i 

?h 

j*y 


n 




I 4- 


ê/i 


par rapport à sa diagonale principale : il faut et il suffi t pour cela que /, g, h soient 
les dérivées partielles d’une même fonction. On obtient donc le même résultat dans 
Fétude du problème considéré, qu’on se place au point de vue des transformations 
Unies ou des transformations infiniment petites. Dans un cas comme dans l’autre, 
pour que la transformation linéaire tangente soit autométrique, il faut et il suffit 
que le vecteur (/, g, h) soit le gradient d’un certain champ scalaire. 

Passons maintenant à l’étude des deux premières questions, dans l’ordre précédent. 

186. Transformations conservant les longueurs. — Il s’agit d’exprimer que, pour 
chaque couple de points correspondants, la transformation linéaire tangente se 
réduit à un déplacement. 

Reprenons les équations (339 bis) qui définissent cette transformation, et aux- 
quelles on peut donner la forme 

i dc' 

dÿ 

d:' 

Tout revient à écrire que l’on a 

(301 ) dx'* 4- dy’ 1 + d;'* — d. r* 4- dy- 4 <fe 2 , 

c’est-à-dire, à traduire l’identité des éléments linéaires dans la correspondance entre 
les points M et M'. Cette identité entraîne la conséquence suivante : si M décrit un 
arc, de courbe quelconque, son transformé M' décrit un arc, de même longueur. Sup- 
posons en particulier que M décrive une portion de droite, et remarquons que la lon- 
gueur de cette dernière réalise te minimum [absolu) de ta longueur d’une courbe quel- 
conque joignant les extrémités du segment considéré (nous exprimons ici une 
conséquence pure et simple des prémisses utilisées dans la construction logique de la 
géométrie métrique : on établirait aisément le fait énoncé en prenant un système 
orthogonal et normal dont l’un des axes porterait le segment en question). Dans les 
conditions précédentes, M' décrira lui-même une portion de ligne possédant la même 
propriété de minimum, c’est-à-dire a-ussi une portion de droite. Ainsi, à tout seg- 
ment rectiligne correspondra par la transformation un autre segment rectiligne de 
même longueur. La conservation des longueurs entraînant celle des angles, à un 
tétraèdre OARC tri rectangle en O, et tel que OA = OB = OC=i, correspondra un 
tétraèdre O'A'B'C' Irirectangle en O' et tel que O'A' — O B' = O'C' I . Utilisons les 
systèmes OA, OR, 00 d’une part et O A', O B', O'C de l’autre comme systèmes fonda- 
mentaux (ils sont orthogonaux et normaux). Soient M et M' deux points correspon- 
dants; les égalités simultanées 

OM -- O’M', MOA - M TVA', MOB = M'OTV, 'M0C = M'0'C' 
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entraînent Légalité entre les produits scalaires tels que OA. OM et O'A'. O'M', OB. Oll 
et O B’. O'M', OC. OM et O C'. 0 M , c’est-à-dire entre les trois coordonnées du point M 
dans le premier système et du point M' dans le second. Le théorème est donc établi. 

Les transformations cherchées s'identifient donc avec les transformations 
métriques. Dans le cas particulier où les deux tricdres OABCet O'A'B'C' sont de même 
sens, on obtient un déplacement. 

IM. Transformations conservant les angles. — Dans une telle transformation, 
la propriété spécifique de la transformation linéaire tangente en un couple arbitraire 
de points est de se réduire à une similitude. On est donc conduit à remplacer l’équa- 
tion (301) par la suivante 

(302) dx' 2 + dy' s + du' 2 = X*(dr* -h c/y* -+- di 2 \ 

en désignant par X une fonction de .r, y, 

Le degré de. généralité de la solution offre un caractère exceptionnel pour la 
valeur n = 2. Dans ce cas, on est conduit à trouver deux fonctions x' et y' de x et 
de y, satisfaisant aux deux relations 


(303) 



qu’on peut écrire avantageusement 



0, 
- t). 


Multiplions la deuxième équation par 2 i et ajoutons à la première; on peut substituer 
au système précédent l’unique équation 



0. 


ou l’équation équivalente 




H- 


<\y' 


-i t 


/Dx’ 

_•:/ y] 


3X/J 


-- o. 


On devra donc prendre pour x' et y' deux fonctions vérifiant 
linéaires 


(304) 


Dx 

Dx' 

Jy 





.■'x' Dy' 

Dx — Dy 
Dx' __ Dy' _ 

Dy Dx ’ 


l’un des systèmes 


qui expriment respectivement que l’une «les fonctions .r' -f- iy' ou x' — iy' dépend 
analytiquement de x + iy. Nous nous bornerons à cette simple indication, et nous 
renverrons pour son développement au cours d'analyse de M. (Ionisât (*). Nous ferons 
remarquer seulement que des deux systèmes précédents, nous avons déjà obtenu le 
premier lors de la résolution de la même question, dans le domaine des transforma- 
tions infinitésimales. 

Ajoutons que le système (304) possède une signification remarquable. Il exprime 


(I) Cours d'Analyse mathi.natique, tome II, chap. xiu, section III. 
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que les gradients des deux fonctions x' et y du point x,y se déduisent l’un de l’autre 
par une rotation d’un droit. 

Dans le cas de n — 3, les choses se passent d’une manière très différente. Soit 
une transformation ponctuelle conservant les angles. Un système triple orthogonal, 
par le jeu de cette transformation, donne naissance à un système de môme nature. 
Cela entraine la conservation des lignes de courbure, et par suite aussi celle des 
ombilics. Donc, à une surface dont tous les points sont des ombilics correspondra, 
par une telle transformation, une autre surface possédant la môme propriété. 

Ainsi, à une sphère ou à un plan seront associés une sphère ou un plan, le plan 
pouvant donner une sphère, la sphère étant susceptible de se réduire à un plan. Ades 
sphères (ou plans) se coupant orthogonalement correspondront des sphères (ou plans) 
se coupant orthogonalement. A un faisceau de sphères (sphères orthogonales à trois 
sphères ou plans fixes) correspondra un autre faisceau de sphères (ou plans). A ce 
point de vue, un système de plans parallèles se transformera en un système de 
môme nature ou en un faisceau de sphères, dont deux quelconques fassent entre 
elles un angle nul, c’est-à-dire en un faisceau de sphères tangentes en un point à un 
môme plan. 

La détermination des transformations cherchées s’achève alors aisément. Soit un 
système triple orthogonal 2, composé dans chaque famille de plans parallèles. On 
peut faire deux hypothèses : 

1° Le système X donne naissance à un autre système 2', pareillement formé de 
plans («). On peut alors rapporter le point M à un trièdre de coordonnées dont les 
faces soient trois plans empruntés au système 2, et rapporter de môme le point M' à 
un trièdre dont les faces soient trois plans du système 2'. Soient x, y, z les coordon- 
nées de M par rapportai! premier trièdre, x', y', z' les coordonnées de M' par rapport 
au second. Les formules de transformation sont du type 

x' — /(•■*■). y'~g{y), z' = h{z). 

Pour la conservation des angles, il faut que l’on ait, d’après (302), 

f (x) = g' {y) — h’ (z) 

quoi» que soient x, y, z. Soit m la valeur constante de ces trois dérivées. Si on a eu 
soin de prendre pour sommets des deux trièdres des points correspondants, les for- 
mules qui définissent la transformation se réduisent à 

x' — mx, y' = my . z' — mz. 

Dans ce cas, nous sommes en présence d’une similitude. 

2° Le système 2 donne naissance à un autre système il' dont une des familles est 
formée do sphères. Toutes ces sphères sont tangentes en 0 à un môme plan. Les deux 
autres familles de il' sont aussi des sphères passant par 0 et constituant deux 
faisceaux analogues. Les trois plans tangents en 0 aux trois faisceaux forment un 
trièdre trirectangle. De O comme pôle, faisons une inversion. Le système 2' se trans- 
forme en un système 2", dont chaque famille est composée de plans parallèles. On 
passe de 2 à 2" par une similitude, d’après le raisonnement fait plus haut, et de 2" à 
2' par l’inversion précédente. Dans ce cas, la transformation est donc composée d’une 
similitude (susceptible dese réduire à la transformation identique) et d’une inversion. 

En résumé, dans l’espace à trois dimensions, les seules transformations conformes 
sont les similitudes, les inversions et les transformations composées de ces dernières. 
Le raisonnement précédent établit d’ailleurs qu’en composant un nombre quelconque 
de ces transformations, la transformation résultante se réduit toujours, sinon à une 
similitude, du moins à une similitude accompagnée d’une inversion. 

(i) Si l’une des familles 2' est formée de plans, il en est de même des deux autres 
familles. 
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VII 

Propriétés intégrales. Flux et circulation. Fonctions de 
lignes et de surfaces. Applications. 

187. Généralités. — Jusqu’à présent, nous avons limité l’étude des champs 
scalaires et vectoriels à celle des propriétés locales. Même en cherchant les champs 
vectoriels qui, en tout point, satisfont à l'une des conditions 

rotV = 0, ou divV = 0, 

nous avons été conduits aux formules respectives 

V = gradcp, ou V = rotU, 

cp et U étant arbitraires; or ces formules sont elles-mêmes d'un caractère local. 

Nous allons maintenant aborder un ordre d'idées nouveau, en procédant à l'élude 
des relations intégrales dans les champs scalaires ou vectoriels. Les intégrales figu- 
rant dans ces relations seront étendues à des lignes, à des surfaces ou à des volumes. 
Elles porteront soit sur des scalaires, soit sur des vecteurs : le second cas peut tou- 
jours être ramené au premier, car si nous prenons par exemple l’intégrale de 
volume 

f V(M) rfwji, 

où dto M désigne l’élément de volume du point M, cette intégrale représente un vec- 
teur libre dont le produit scalaire par un vecteur fixe u aura pour valeur 

f V(M).u<W 

En géométrie métrique, on pourra donc toujours se ramener par cette méthode 
à des intégrales de scalaires. En géométrie linéaire, un résultat analogue s'obtiendrait 
par l’application, à tous les éléments vectoriels de l'intégrale, d'une forme linéaire 
invariante (la même pour chaque élément). 

L’exposé qui va suivre nous fournira l’occasion de cotoyer deux théories impor- 
tantes de l'analyse, la géométrie de situation et la théorie des fonctions de lignes (ou 
de surfaces). 

La première, appelée aussi Analysis situs , étudie les propriétés des figures 
indépendantes d’une déformation continue. Elle s’attache «à distinguer les lignes 
ouvertes et les lignes fermées, les surfaces avec ou sans bords. Elle classe ces der- 
nières par ordres croissants de connexion, etc. Les propriétés qu'elle met en jeu 
sont relatives, le plus souvent, à l'ensemble de la figure étudiée; il est donc naturel 
de les rencontrer dans les recherches de géométrie intégrale. 

L’autre théorie a pour objet l’étude des quantités variables liées à la donnée arbi- 
traire d’une ligne ou d’une surface. Les premiers exemples de ce genre s'obtiennent 
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justement à l’aide d’intégrales, considérées comme fonctions de leur domaine d’exten- 
sion. Ce point de vue est donc, lui aussi, connexe de notre objet actuel. 

188 . Flux d’un vecteur à travers une surface. — Prenons, pour 
simplifier, une portion finie de surface S délimitée par un seul contour. One telle sur- 
face peut se déduire, par déformation continue, de faire d'un cercle. Elle partage 
l’espace qui l’avoisine en deux régions I et II. Elle possède deux côtés bien distincts, 
confinant chacun à l’une de ces régions. Soit un champ vectoriel V(.M), défini dans 
la région de l’espace occupée par l’aire S. Faisons encore une hypothèse simplifica- 
trice : sous l'influence de la transformation infinitésimale V(M) dt attachée au champ 
V(M) (voir n° tous les points de S effectuent une progression infiniment petite 
vers la même région. Alors celle surface balaie un volume infiniment petit <I» dt. 

C’est à la quantité scalaire «I>quc nous donnerons le nom de flux du vecteur V à 
travers la portion de surface S. Celte définition est préférable à celle qu’on propose 
d’ordinaire, parce qu’elle s'applique en géométrie linéaire comme en géométrie 
métrique. 

Dans le cas où tous les points de S ne progressent pas vers la même région, nous 
supposerons qu’il est possible de diviser cette surface en un nombre fini de jiortions, 
dont l'ensemble constitue une surface ayant deux cédés, et telles que, pour chacune 
d’elles, la progression s’opère dans un sens bien déterminé. Nous définirons ainsi des 
flux partiels, et nous conviendrons par exemple de regarder comme positifs ceux qui 
correspondent à une progression vers la région I, comme négatifs ceux qui corres- 



pondent à une progression vers la région 1T, 
et nous ferons la somme algébrique de tous 
ces flux. 


Chemin faisant, nous avons rencontré une 
hypothèse essentielle : nous avons été obligés 
de supposer que la totalité de la surface S, 
pour laquelle nous définissons le flux, est bila- 
térale. Quelques explications sont ici néces- 
saires. Imaginons une bande de papier AB(’d) en forme de rectangle très allongé. La 
bande ayant été gommée, à ses extrémités, AC et IM), soudons celles-ci, mais de 

manière que C coïncide avec 1$, A avec D. La 
surface ainsi obtenue possède la propriété sui- 
vante : traçons-y une courbe fermée, équidistante 
des deux bords, et menons, en un point de cette 
courbe, te vecteur unité normal à la surface. 
Étudions la variation continue de ce vecteur 
lorsque le point décrit la courbe. Il arrivera 
qu'ayant décrit une fois le périmètre de cette 
courbe, le vecteur normal en question viendra 
prendre la position directement opposée à sa posi- 
tion primitive : partant donc, d’un point de la 
surface et ayant fixé en ce point l’orientation de la 
normale, on peut revenir en ce point, et après avoir 
déterminé de proche en proche l’orientation des éléments contigus do la surface, 
retrouver, au point de départ, l’orientation contraire à l’orientation initiale. Il est 
d’ailleurs facile de construire analytiquement un exemple analogue. Soient Ox. Oy, 
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O: trois axes rectangulaires. Traçons dans le plan des xy un cercle de centre 0 et de 
rayon I. Considérons une surface passant par ce cercle et donnons a priori la répar- 
tition de ses normales le long de ce cercle. Convenons qu'au point M, d’abscisse cur- 
viligne AM — œ, le vecteur unité de la normale ait pour composantes 

• • v O 

sin^ costf, sin-sins, cos % y« 

Pour un tour complet sur la circonférence, 9 augmentera de 2 -, t augmentera 

de r. Nous tomberons donc bien sur le vecteur diamétralement opposé du vecteur 
initiai. Entre autres surfaces admettant le long de C cette distribution de normales, 
on pourra considérer la développable enveloppe des plans 

(306) x COS 9 -i-y sin^H- ; eotg® — t 0 . 

Nous écarterons systématiquement de telles circonstances île nos raisonnements. 

Dans le domaine métrique, on peut ramener l'évaluation du volume 'bdt à celle 
d’une intégrale étendue à la portion de surface S. Soit v le vecteur unité de la nor- 
male à celle surface, dirigé vers la région 1. Un [>out démontrer rigoureusement que 
le volume infiniment petit *bdt est tin infiniment petit équivalent à l'intégrale 

dt fv[ M).v d^. 

« S 

Le llux du vecteur V à travers la surface S s’exprime donc encore par l'intégrale 

/' V (M) • V (l 'Î.M, 

t/ S 

dont l’élément différentiel n’est autre que la composante normale du vecteur V. 

Nous admettrons qu’il esl légitime de transformer ainsi la définit ion du llux, en 
nous contentant de faire remarquer le caractère intuitif de la transformation : chaque 
élément de S balaie approximativement le volume d’un prisme de. base d< t m , dont 
l’arête latérale est vcetoriellement V(M) <lt, do sorte que ce prisme a pour volume 
dt V(M). v d 

Nous allons maintenant montrer que le flux à travers une surfaee fermée, en 
supposant que la région I, qui contient le vecteur v, soit la portion de l’espace exté- 
rieure à la surface, est égal à l’intégrale de la divergence du champ, étendue au 
volume délimité par la surface. 

189. Relation entre le flux à travers une surface fermée et la divergence 
du champ. — Revenons à la première définition du flux, ce qui donnera à nos 
résultats une généralité plus grande, en montrant qu’ils sont applieables ù la géo- 
métrie linéaire. 

Considérons un domaine connexe Ü, limité par une surface fermée S. A l’inté- 
rieur de ce domaine est défini un champ vectoriel V U). Considérons le changement 
de configuration subi par ce domaine sous l'influence de la transformation infini- 
tésimale qui fait correspondre au point M un point M' tel que MM' = V dt. D’après 



224 


OPÉRATIONS VECTORIELLES INFINITÉSIMALES 


ce que nous avons vu (n° 458), chaque élément de volume du domaine primitif 
engendre un nouvel élément dont le volume est 

[1 div Vcff] rfwjj, 

si bien qu'après le changement de configuration, le volume du domaine initial s’est 
accru de 

dt ( divVcfwsi. 

J ü 


D'autre part, il s’est également accru, d’après la définition du (lux d», de d> dt. Nous 
avons donc la relation 


(307) 


d> = J^divV</wM. 


Il faut noter que ce raisonnement n’est pas suffisant pour constituer une démons- 
tration rigoureuse de la formule (307). Mais il montre bien l’origine de cette for- 
mule, dont les traités de calcul intégral donnent, a posteriori, la véritable démons- 
tration ( l ). 

Pour appliquer correctement cette formule, il est essentiel de supposer que la 
fonction scalaire div V est continue (ou du moius intégrable) à l'intérieur du domaine Ü 
et que le champ V y est lui-même continu ( 2 ). Lorsqu'il se présente des points sin- 
guliers isolés, on pourra utiliser la formule précédente, moyennant la précaution de 
retrancher du domaine Ü l’ensemble de ses points qui sont englobés par de petites 
sphères ayant leurs centres en ces points singuliers. On obtiendra ainsi un nouveau 
domaine Cï , dont la frontière comprend, outre les surfaces qui délimitent le domaine û, 
celles des sphères précédentes. 

190. Cas où la divergence est identiquement nulle. — Dans ce cas, le tlux 
à travers une surface fermée qui ne contient pas de singula- 
rité du champ est également nul, en vertu de la formule 
précédente. 

Considérons en particulier une portion de surface S t 
limitée à un seul contour (réductible par déformation continue 
à un cercle), et par chaque point de ce contour menons la 
ligne de champ qui passe en ce point. L’ensemble des lignes 
ainsi obtenues et qui s'appuient sur les bords de la rondelle S t 
constitue une sorte de tube, qu’on nomme tube de champ : S t 
est une section de ce tube : soit S 2 une autre section, disposée de manière que S u 
S â et les parois du tube délimitent un certain volume Ü (en particulier, nous 
supposons, bien que cela ne soit pas absolument indispensable, que S t et S 2 ne sont 
pas sécants). 



(1) Voir Picard, Traité d" Analyse, chap. v, tome I, et Goursat, Cours d’Analyse, tome I. 

(2) Dana certain» cas, il pourrait se faire que div. V soit continu, et qu’en môme temps 
le champ V présente des singularités, c'est ce qui arriverait si, prenant un point fixe 0, on 

0 M i 

avait V = = grad ~ . Le poiut 0 serait singulier, et on aurait cependant div. V = 0. La 

précaution signalée à la flu du n° 189 n’on demeure pas moins nécessaire. Voir la note de la 
page 232. 
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Par hypothèse, la divergence est nulle et il n’y a pas de singularité du champ 
dans le domaine Ü. D’autre part le flux à travers les parois du tube est nul, puisque 
le vecteur du champ y est partout tangent à la surface du tube. La somme des flux 
extérieurs relatifs à S t et S 2 est donc nulle. On peut encore s’exprimer de la manière 
suivante : 

Le flux qui entre par S t dans le volume û est égal au flux qui en sort par S 2 (*). 

C’est le théorème de la conservation du flux. On peut l’appliquer en particulier 
au cas où les deux aires Su et S 2 seraient délimitées par le même contour C. Don- 
nons à ces aires une orientation commune, liée au sens de parcours de C, en conve- 
nant d’appeler côté positif de l’une d’elles le côté où doit se placer un observateur, 
normalement à cette aire, pour que le sens de parcours de C lui paraisse coïncider 
avec le sens de rotation des aiguilles d’une montre. 

Dans ces conditions, il y a égalité des deux flux qui correspondent respective- 
ment à S t et à S 2 . 

Nous conserverons donc la même valeur du tlux pour toute surface limitée à C, 
lorsque nous déformerons cette surface d'une manière continue, de manière à ne lui 
faire traverser aucune singularité du champ. 

Nous avons signalé plus haut une notion extrêmement féconde due à M. Volterra, 
celle des fonctions d'une ligne ou d’une surface. Dans un champ de divergence 
nulle, la notion de flux nous fournit un exemple simple de fonction de ligne, qui 
possède une particularité remarquable. 

Soit en effet un domaine Q, réductible par déformation continue à une sphère. 
Soit C une ligne fermée et sans point double, intérieure à ce domaine. Supposons 
qu’on ait défini, dans le domaine ü, un champ vectoriel sans singularité et à diver- 
gence nulle. Le flux qui correspond à ce champ possède alors une valeur bien déter- 
minée sur chaque ligne C, douée d'un sens de parcours , 
cette valeur se changeant en la valeur opposée lorsqu'on 
substitue à G la même ligne, douée de l’orientation inverse. 

Plus généralement, ce flux <I> à travers C possède la pro- 
priété suivante : supposons que G soit constituée par l'en- 
semble des points communs à deux lignes fermées, elles- 
mêmes orientées, C t et C 2 , à l'exception des points d’un arc AB, commun à ces 
deux contours, et parcouru daus le sens AB lors d’une description de G,, dans le 
sens BA lors d’une description de C t . Désignons par d> t et <I> 2 les flux relatifs aux 
lignes orientées C, et C 2 . On a la relation 

(308) ‘h = <I> t -h <tv„ 

qui présente quelque analogie avec le théorème d’addition d’une fonction ordinaire 
du premier degré (analogie qui apparaît mieux encore si l’on convient d’écrire dans 
les conditions précédentes C = C t C 2 ). Pour cette raison, M. Volterra a donné aux 

(1) Ce résultat étant obtenu, on se débarrasse aisément de la restriction « S, non sécant 
& S 2 • en considérant une troisième section du tube de champ qui n’est sécante ni à S,, ni 

h S„. 



Bouligand. — Géométrie vectorielle. 


15 



22 * 


OPÉRATIONS VECTORIELLES INFINITÉSIMALES 


fonctions de lignes orientées répondant à la condition (308) la dénomination de fonc- 
tions du premier degré. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : le (lux <t> d'un vecteur appartenant 
à un champ régulier ét de divergence nulle , à travers un contour orienté G 
(tracé dans le domaine de régularité) est une fonction du premier degré de ce 
contour. La réciproque est d’ailleurs exacte : toute fonction du premier degré d’un 
contour orienté est le lîux d’un champ vectoriel à divergence nulle. Nous ne ferons 
qu’indiquer ce résultat : pour l’énumération des hypothèses précises qu’il implique 
et pour sa démonstration, nous renverrons le lecteur à un mémoire en français de 
M. Volterra (Acta Mathematica , tome XII). 

191. Circulation et formule de Stokes. — Soit V (M) un champ vec- 
toriel de divergence nulle. Nous avons vu qu’on peut, et d’une infinité de manières, 
mettre V sous la forme (*) 

V = rot U, 

et qu’inversement tout champ défini comme étant h; rotationnel d'un autre champ 
possède une divergence nulle. Supposons qu’un tel champ soit sans singularité à 
l’intérieur d’un certain volume 12, réductible par déformation continue à une sphère. 
Calculons le flux de ce champ à travers une courbe fermée et sans point double, 
tracée à l’intérieur de 12; soit G cette courbe, supposée orientée : en désignant par S 
une surface limitée au contour G, par v le vecteur unité en un point de cette surface, 
dont le sens est lié au sens de parcours de G, il nous faut calculer 



Nous venons d établir que cette intégrale de surface dépend uniquement du con- 
tour C : nous allons maintenant faire connaître un important théorème de Stokes qui 
permet de transformer l’intégrale précédente en une intégrale curviligne étendue à G. 

Nous appellerons circulation du champ vectoriel U (M) le long du contour 
orienté G l’intégrale 



où l’on suppose que le vecteur dU est un élément linéaire du contour G, dont le 
sens coïncide avec celui de G. Le théorème de Stokes consiste justement eu l’égalité 

(309) J . rot U . v d = £ U . dM . 

Pour établir ce résultat, rappelons d'abord la formule (216) [n° 162] : en appe- 
lant et deux déplacements infinitésimaux du point M et en considérant les 
variations infinitésimales correspondantes 3 ( U et S 2 U du vecteur du champ, on peut 
écrire 

(310) 8 4 M.ô,U — SjM.ôjU = (3 l M, 8,M. rotU). 

(1) Nous nous plaçons ici, d’une manière exclusive, au point de vue métrique, et il en 
sera ainsi dans toute la tin de cette section. 
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Celte dernière égalité n’est en somme que la traduction de la relation (309) dans 
le cas où le contour C se réduit à un parallélogramme infiniment 
petit, car (o,M, o 2 M, rot U) est l’expression du flux de rot U à 
travers le parallélogramme construit sur o,M et 5,M, et d'autre 
part la quantité B 2 M.5,U — ô,M . ô.,U est une valeur approchée 
de la circulation de U suivant le contour de ce parallélogramme. 

En effet, appelons M' et M" les extrémités des vecteurs d'origine 
M dont les grandeurs géométriques respectives sont 5 t M et o.,M. 

Accouplons, sur le côté MM' et son opposé dans le parallélogramme, 
les points situés sur une parallèle à MM", points ou les valeurs du 
champ diffèrent sensiblement de oJJ ; et pareillement, sur MM" 
et son opposé, les extrémités d’un segment parallèle à MM', points où les valeurs du 
champ diffèrent de SjU. On obtient ainsi, aux infiniment petits d’ordre supérieur 
près, le résultat annoncé. On peut dès lors considérer la formule générale (309) 
comme établie : on peut en effet toujours supposer qu’on a tracé sur la surface S 
un double réseau de courbes coordonnées (par exemple l’un de ceux qui, lorsqu'on 
ramène S à un cercle par une déformation continue, se réduit au système com- 
posé par les rayons de ce cercle et par les circonférences qui lui sont concen- 
triques), infiniment rapprochées les unes des autres. On décompose ainsi l'aire S en 
parallélogrammes infinitésimaux ayant pour orienta- 
tion commune celle du contour C, et à chacun 
desquels la relation (309) est applicable. Les deux 
membres de cette relation étant des fondions du 
premier degré (au sens de M. Volterra), si l’on 
ajoute membre à membre toutes les égalités obte- 
nues en l’exprimant pour chaque parallélogramme, 
ou obtient la formule de Stokes, où le tlux est 

étendu à toute l'aire S et où la circulation est calculée pour le contour de celle 
aire. Les ffèches qui ont été marquées sur la figure indiquent du reste les 
destructions qui se produisent le long de chaque côté commun à deux parallélo- 
grammes. 

L’exposé qui précède ne saurait encore constituer une démonstration rigoureuse 
de la formule de Stokes, mais il en montre bien l'origine. Le lecteur, pour préciser 
les hypothèses requises pour l’application de cette formule aussi bien que pour en 
étudier la démonstration abstraite, devra se reporter aux traités classiques d’ana- 
lyse(‘). 

192. Cas où le rotationnel est identiquement nul. — Considérons un champ 
vectoriel U (M) et supposons que ce champ soit sans singularité à l’intérieur d'un 
certain volume Q, susceptible d'être ramené à une sphère par une déformation con- 
tenue. Si, en tout point de ce volume, on a 



rot U = 0, 


(1) Voir par exemple Goursat, Cours d’Analyse ma thématique, t. I, chap. vi, n* 139. 
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il résulte de la formule de Stokes que la circulation de U suivant toute courbe fermée 
est nulle. Si donc A et B sont deux points quelconques intérieurs au domaine û, la 
circulation de U a la même valeur pour toutes les courbes de ce domaine qui joignent 
le point A au point B. Laissons fixe le point A, et faisons varier le point B dans le 
domaine ü. Cette circulation sera donc une fonction bien déterminée du point B, soit 
cp (B). Si B décrit un vecteur infiniment petit BB', l’accroissement de la circulation, 
d’après la définition de celle-ci, est un infiniment petit équivalent à U b BB'. Il en 
résulte, d’après la définition du gradient, que l’on a 

(311) U = grado. 

Réciproquement, nous avons vu que cette relation entraîne 

(311 bis) rot U = 0, 


fait que l’on pourrait d’ailleurs regarder comme une conséquence de la formule de 
Stokes elle-même. 

En résumé, si dans un domaine £2, le champ U est irrotationnel et exempt de 
singularité (ü pouvant être obtenu par la déformation continue d’une sphère), 
l’élément de circulation U.dM est une différentielle totale : son intégrale est indé- 
pendante du chemin et n’est fonction que des extrémités de ce dernier. 

193. Rôle important des hypothèses de connexion. — Dans ce qui précède, 
nous avons dû faire intervenir une hypothèse de régularité du champ. Mais pour 
l’exprimer, il nous a été nécessaire de recourir également à une hypothèse concer- 
nant le domaine dans lequel on suppose cette régularité 
réalisée. Nous avons supposé que ce domaine est un domaine 
simplement connexe, c’est-à-dire pouvant être déduit d’une 
sphère par déformation continue. Toutes les lignes fermées 
qu’on peut tracer à l’intérieur d’un tel domaine peuvent, 
par déformation continue, être réduites à un point. 

Il n’en est plus de même lorsqu'on raisonne sur un tore 
ou sur un domaine en résultant par déformation continue. 
Il y a lieu de distinguer, entre les lignes fermées tracées à 
l’intérieur d’un tel domaine, d’une part celles qui sont 
réductibles à des points, de l’autre celles qui font, une ou 
plusieurs fois, le tour de l’anneau. Les premières peuvent 
être englobées dans un domaine simplement connexe extrait 
du domaine initial : donc la circulation y est nulle. 

Pour les autres, la circulation n’est pas nulle en général. 
Mais elle possède une même valeur pour les lignes qui font 
un nombre déterminé de tours. Dérnontrons-le par exemple 
pour deux lignes bede et ahgf qui font une fois le tour de l’anneau. Il suffit à cet effet 
de raisonner à partir d’un contour tel que 




(y) = abedefgha , 
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qui est réductible [comme le fait saisir le second dessin] à un point. Ce contour est 
formé : 

1° de la ligne bcde faisant une fois le tour de l'anneau dans le sens rétrograde ; 

2° de la ligne fgha faisant une fois le tour de l'anneau dans le sens direct ; 

3° d’un trajet ab et du trajet ef infiniment voisin du chemin inverse. Ces deux 
trajets donnent, dans le calcul de la circulation suivant (y), des valeurs opposées 
dont l'ensemble disparait du résultat final. 

En résumé, la circulation suivant (y) est donc nulle : elle est d’ailleurs égale à la 
différence des circulations le long de nos deux lignes, si 
celles-ci sont parcourues l’une et l'autre dans le sens 
direct. Ces circulations sont donc égales. 

Reprenons en particulier l'exemple déjà cité au n° 180, 
dans lequel le champ U(M) avait pour composantes 


u — — 


x' 2 -f y- 


2 > 


V = 


x*+y* 


w 


0 . 


Un tel champ est régulier et irrotationnel dans la région 
de l’espace extérieure à tout cylindre de révolution d’axe 
Oz. Sa circulation a donc la même valeur le long de toutes 
les lignes, telles que qui font une fois dans le sens 
direct le tour de cet axe. Pour déterminer cette valeur 

commune, on pourra s’adresser au cercle de centre O et de rayon 1, dans le plan 
des xy. L’intégrale étendue à ce cercle peut s’écrire 



f 


xdy — ydx 


x* + y 2 

ou, en prenant des coordonnées polaires dans le plan xOy, 


r 


( 10 . 


■La valeur de toutes les intégrales relatives aux lignes £ précédemment définies est 
donc égale à 2tz. 


Si une ligne faisait plusieurs tours à l'intérieur de l'anneau (ou, dans l’exemple 
précédent, autour de l'axe Os), la circulation le long de cette ligne serait un mul- 
tiple de la valeur obtenue pour les lignes qui font un tour (le multiplicateur étant 
égal au nombre n de tours) : car on peut indifféremment décrire une telle ligne ou 
parcourir n fois de suite le périmètre d’uue ligne qui tourne une seule fois. 

Ces considérations nous font comprendre en outre dans quelles conditions un 
champ vectoriel uniforme peut constituer le gradient d’une fonction de point non 
uniforme (circonstance déjà signalée au n° 180). Prenons un champ vectoriel qui soit 
partout irrotalionnel mais qui présente des lignes singulières. Le potentiel scalaire 
dont dérive ce champ s’obtient, en chaque point M, de la manière suivante : on 
choisit, une fois pour toutes, un point fixe A dans le champ; le potentiel scalaire en 
M est, au signe près, la circulation le long d'un arc qui réunit A et M. Pour que ce 
potentiel soit uniforme, il faut que tous les chemins AM donnent la même circula- 
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tion. Il en sera bien ainsi en l’absence de lignes singulières : on pourra, sans que la 
conclusion précédente soit modifiée., admettre même dans le champ l’existence de 
points singuliers isolés. Ce qui importe en effet, c’est que tous les chemins AM 
puissent être réduits à l’un d’entre eux sans rencontrer de singularités. Par contre, 
supposons qu’il existe des lignes singulières, mettons-en trois pour fixer les idées, 
soient^, i£ 2 , ^ 3 . Le potentiel en un point M aura, en général, une infinité de déter- 
minations : attachons-nous à considérer l' une de ces déterminations s>, calculée par 

la circulation de A en M le long d’un arc AM bien déter- 
miné. Tout autre chemin menant de A en M se ramène à 
plusieurs circuits partant de A et y aboutissant (après avoir 
tourné un certain nombre de fois autour deit’,, autour de 
T,, et autour de !£.,), suivis du trajet AM précédent. Appe- 
lons respectivement co 2 , <.> 3 les valeurs qu’il convient 
d’attribuer à la circulation pour un tour (et un seul) 
accompli autour de ‘i’ t , pour un tour accompli autour de 
:t' 2 , pour un tour accompli autour de !t’ 3 (le sens de ces 
tours étant fixé par une convention relative aux sens de parcours de ‘i,, l i 2 . :f 3 ). 
L’expression générale de toutes les déterminations du potentiel scalaire en M sera 
donc de la forme 

O —f~ Tïl l <» ) ^ -f" |— 7)1 y 0)^, 



en désignant par m r m.,, m 3 des entiers de valeurs et de signes quelconques. Dans 
l’exemple cité ci-dessus, il y avait une seule ligne singulière du champ vectoriel, 
l’axe des z, et par suite une seule période io-Q-x. 

194. Autres intégrales de scalaires. Formule de (îreen. — 
Revenons aux intégrales en volume de fonctions scalaires. Parmi les types possibles 
qu’on peut relier à la considération de deux champs vectoriels, nous nous attacherons 
particulièrement au suivant : 


(*M2) 


^U(M).V(M)dü> M . 


Nous supposerons essentiellement que le champ U soit irrotationnel, et que son 
potentiel scalaire — <p soit uniforme. Cette condition résulte d’ailleurs de la suivante, 
plus restrictive, et que nous supposerons aussi réalisée : c’est qu’il ne se présente 
dans le domaine ü aucune singularité des champs étudiés (supposés sinon analy- 
tiques tout au moins ayant des composantes douées de dérivées partielles du 
premier ordre partout continues). En posant 

U = grad f, 

if désignera donc une fonction continue en tout point du domaine Ü, ainsi que ses 
dérivées des deux premiers ordres. Nous supposerons que celle fonction est aussi 
continue sur la frontière de ce domaine, et qu’il en est de même sur cette frontière 
de sa dérivée normale (*). 


(1) Pour bien préciser le sens de cette hypothèse, on pourra considérer le système des 
normales à cette surface et prendre sur chacune de ces normales, à l'intérieur du domaine 
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Cela posé, nous ferons des hypothèses analogues relativement à la continuité de 
V(M) et de ses dérivées et nous examinerons successivement les deux cas suivants : 

1° V(M) dérive d'un potentiel vecteur; 

2° V(M) dérive d’un potentiel scalaire. 

1 er Cas. — Nous avons, par hypothèse, 

U = grad 9 et V = rot W. 

Or, dans tous les cas on peut écrire 

(313) grad 9 . V = div (5 V) — 9 div V. 

Dans les conditions actuelles, V a une divergence nulle. 11 en résulte que l'ou peut 
écrire 

(314) f grad 9 . rot W (/<•> = flux (9 rot W), 

ce flux étant étendu à toute la surface qui limite le volume Q. 

2° Cas. — Soient maintenant 


U = grad 9 et V — grad^. 

La formule (313) nous donne ici 

grad 9 . V — div (9 V) — 9 A,^. 

Nous en déduisons, en substituant à l'intégrale de volume de div (9 V) le flux du 
vecteur 9 V = 9 grad 6 , 



d'j 

en supposant que la dérivée . r corresponde au sens de la normale, orienté vers 


l’intérieur du volume (ce qui est préférable, puisqu'un déplacement effectué le long 
de la normale extérieure à partir de la frontière amène en une région où les pro- 
priétés delà fonction n'ont pas été spécifiées, et ou cette fonction peut, dans certains 
cas, cesser complètement d'exister). 

A cause de la symétrie du premier membre de la formule (313) en 9 et f, on peut 
(en faisant sur les memes hypothèses que sur 9 ) écrire également 


(316) 


Ç grad 9 . gradé/ du — — £ i 


■ A 2 9 dm. 


U, un point infiniment voisin du point d’incidence : la dérivée en ce point suivant la 
normale qui y passe (bien déterminée, à proximité de la surface) possède, par hypothèse, 
une limite, lorsque ce point tend vers le point d’incidence, limite qui vient bien se confondre 
avec la dérivée suivant cette même normale, prise exactement au point d’incidence. Dans 

le cas d’une sphère de rayon R et de centre O, la fonction (R — OM)* sin ne répon- 

drait pas à cette hypothèse. Elle aurait une dérivée normale égale à séro sur la sphère, 
sans cependant que cette dérivée normale soit continue. 
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En retranchant membre à membre les formules (315) et (316), nous obtenons la 
formule de Green 

(317) f Q (? 4,+ - **>?)<!* + jf (<? !jf - + ÿ) d, = 0 ('). 

195. Passage d’une répartition vectorielle en volume à une 
répartition vectorielle en surface. — Nous allons maintenant nous 
occuper des intégrales dont chaque élément est un vecteur libre infiniment petit. 
Considérons par exemple l’intégrale de volume 

f ü V(M)d*„ 

qui représente elle-même un vecteur libre, soit A. A cette répartition en volume, on 
peut dans certains cas substituer une répartition superficielle, portée par la surface 
qui délimite le domaine Q. Nous allons montrer qu’il en est bien ainsi lorsque V 
dérive, ou bien d’un potentiel scalaire -- cp, ou bien d’un potentiel vecteur — W. 

1 er Cas. — Il s’agit de calculer l’intégrale 

(318) A = f gradcpdto. 

Pour établir cela, évaluons le produit scalaire du vecteur A par un vecteur unité 
arbitraire u. Nous pouvons écrire 

(319) A . u r^y^grad cp . u rfw. 

Le vecteur u étant d’ailleurs supposé fixe, la formule (313) nous permet d’écrire, en 
faisant V = u, 

(320) grad cp . u = div (cpu). 

Nous avons donc 

(321) A . u — flux (epu) = cpu.v da, 

v désignant, comme au n° 188, le vecteur unité de la normale extérieure. La relation 
(321) doit avoir lieu quel que soit u. Ceci exige que l’on ait 

(322) A = ; grad cp rf w = f <s>v da. 

J q ,/ s 

Nous avons atteint ainsi le but annoncé, en substituant à une répartition en 
volume, de densité spatiale gradep, une répartition superficielle normale de den- 
sité cp V. 

2* Cas. Posons maintenant 

(323) A = J^rot Wd<*>, 

(1) Cas particulier : ç(M) est harmonique dans une sphère S de centre O, q/<M) = ; le 

domaine û est la sphère S, moins une sphère concentrique infiniment petite. On obtient 
le théorème de Gauss, suivant lequel ç(0) est la moyenne des valeurs de ç sur S. 
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et soit encore u un vecteur unité arbitraire, mais fixe. En vertu de la relation (220) 
et de la constance de u, nous aurons 

(324) div(W A u) = u.rotW. 

Il s’ensuit que l’on peut appliquer, ici encore, le théorème flux-divergence, ce qui 
donne 

A.u= f u.rotWc/co = f div(W A u)cfc*>= flux s (W A u). 

t/Q Û 

Ainsi donc, quel que soit u, nous aurons, en désignant toujours par v le vecteur 
unité de la normale extérieure, 

A.U = £(v, W, VL)dc = u.J\ A Wrfcr. 

Ou a donc 

(325) A = ^rotW(/u.=:JvAWdî. 

Ainsi, à une densité vectorielle spatiale rot W, on peut, moyennant les condi- 
tions de continuité requises pour la régularité des intégrations, substituer un champ 
taiigentiel de densité superficielle égale à v A W. 

Remarque. — On démontre dans des cas étendus qu’on peut écrire un champ 
vectoriel V (M) sous la forme 

(326) V (M) — gradcp 4 - rotW, 

ou, comme on dit, le regarder comme la somme de deux champs dérivant respecti- 
vement d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vecteur. Toutes les fois qu’on saura 
calculer explicitement cp et W, on pourra donc ramener l’intégrale 

f V(M)rf«o M 

t/ U 

à celle d'une répartition de vecteurs portée par la surface qui délimite le domaiue 
Q : en chaque point de celte surface on aura une composante normale provenant du 
potentiel scalaire, et une composante tangentielle provenant du potentiel vecteur. 

Dans les calculs précédents, le théorème flux-divergence joue un rùle essen- 
tiel. On pourrait songer de même à la formule de Slokes pour passer de distribu- 
tions vectorielles en surfaces à des distributions étendues aux lignes qui en sont les 
bords. Soit U le vecteur donné en chaque point de la surface S : en appelant u un 
vecteur fixe arbitraire, il faudrait trouver eu chaque point de S un vecteur V 
tel que 

U.u = rotV.v. 

Nous ne développerons pas cette question qui ferait intervenir des opérateurs por- 
tant simultanément sur le champ U et sur le champ v, défini seulement aux points 
de S (mais qu’on peut étendre à tout l'espace suivant une loi, d'ailleurs arbitraire). 
En revanche, nous allons revenir un instant sur l’idée, déjà citée, de fonction de 
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ligne ou de surface : elle nous fournira matière à résoudre quelques problèmes où 
apparaît l'opportunité des notations vectorielles. 

190. Généralités sur les fonctions de lignes et les fonctions 
de surfaces. — Notre but ne saurait être de donner sur cette importante ques- 
tion un exposé même élémentaire, et nous renverrons nos lecteurs que la question 
intéresse aux ouvrages et aux mémoires de MM. Volterra et Paul Lévy ('). Rappelons 
seulement une modalité essentielle qu’on rencontre au début de cette théorie, et qui 
consiste à distinguer pour les fonctions dont nous allons nous occuper, divers modes 
de continuité. 

En s’en tenant aux premières données de l’intuition, on serait tenté d'appeler 
(dans l’espace métrique à trois dimensions) courbes voisines d'une courbe C, à e 
près, toutes celles qui restent à l’intérieur d’une surface canal, enveloppe de 
sphères de rayon e et centrées sur C; d'appeler de même surfaces voisines d'une 
surface S, à e près, celles qui restent comprises entre deux surfaces parallèles à S, 
menées de part et d’autre et à la distance e. Une telle définition peut suffire dans 
certains cas. En particulier, elle assurerait pleine validité au théorème suivant : 

Si la surface fermée S délimite un domaine de volume T, toute surface S' 
infiniment voisine de S délimite un volume ( f infiniment voisin de V. 

En revanche, il serait inexact de dire, dans de telles conditions, qu’un arc infi- 
niment voisin d'un arc de courbe AB ait sa longueur infiniment voisine de celle de 
cet arc, qu’une portion de surface infiniment voisine d’une autre ait son aire infini- 
ment voisine de celle de cette autre, car nuire définition n’exclut pas la possibilité 
de certaines sinuosités, capables de modifier notablement la longueur ou l’aire. 
Nous dirons qu’elle convient au voisinage d'ordre zéro , ainsi appelé parce qu’il 
n’est fait, pour le définir, aucune hypothèse sur la proximité des dérivées en des 
points très voisins. 

Supposons qu’on étende l'hypothèse de proximité aux dérivées du premier ordre, 
c'est-à-dire qu’on impose aux tangentes en deux points infiniment voisins (s'il s'agit 
de lignes, aux plans tangents s’il s’agit de surfaces) de faire entre eux des angles 
très petits. On obtient ainsi, par définition, un voisinage du premier ordre. 

On peut faire des hypothèses de plus en plus restrictives, et étendre l'hypothèse 
de proximité à des dérivées d’ordre de plus en plus élevé. On passe ainsi, par une 
généralisation facile, aux voisinages d'ordres 2, 3, ..., n. 

Ces considérations sont indispensables pour définir la continuité d’une fonction 
de ligne ou de surface. On devra distinguer des fonctions continues des divers ordres. 
Sans entrer dans le détail des démonstrations, nous apercevons immédiatement les 
résultats suivants : 

La longueur d'un arc de courbe , ou encore l'aire d'une portion de surface , 
possèdent la continuité d'ordre un. 

L’énoncé que nous avons donné plus haut peut lui-même, grâce à celte termino- 
logie, se résumer comme suit : le volume possède la continuité d'ordre zéro. 

(1) V oi.tkrra, Leçons sur les fonctions de lignes. — Paul Lévy, Leçons d'analyse fonc- 
tionnelle. 
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Remarque. — Considérons un champ vectoriel dont la divergence soit une 
fonction de point continue. Traçons dans ce champ une surface fermée S. Le tlux à 
travers S est une fonction de cette surface. Si nous nous reportons à la définition 
du llux donnée à la fin du n° 188, il pourrait sembler que le llux possède seulement 
la continuité du premier ordre. Le théorème tlux -divergence montre immédiatement 
que cette apparence est trompeuse et que la continuité dont il s’agit est en réalité 
d'ordre zéro (‘). 

197. Forme de la variation première d'une fonction «le limite. 

— Raisonnons toujours sur une ligne d'un espace métrique ordinaire, à trois dimen- 
sions. Un arc AB de cette ligne peut être envisagé comme la limite d'une ligne 
brisée AM,M â ... M„_,B d’un très grand nombre de côtés : nous considérerons une 
fonction qui dépend de la totalité de l'arc AB comme la limite d’une fonction ordi- 
naire dépendant de tous les sommets de la ligne précédente. (Test la méthode de 
passage du fini à l'infini, introduite systématiquement par M. Yollerra, et qui fournil, 
dans toutes les questions de ce genre, un lil directeur extrêmement précieux. 

Provisoirement, nous portons donc notre attention sur une fonction qui dépend 
de n -h 1 points. Fixons n d'entre eux et faisons varier celui qui reste, nous aurons 
une fonction de ce point restant, et, par rapport à ce point, nous pourrons définir 
un gradient partie/ . Si le point en question est M,, l'accroissement infinitésimal de 
F sera donné par une formule du type 

&,F — gradv.F.oM,, 

la notation o,F indiquant qu'il s'agit d'un accroissement provoqué par le déplace- 
ment du seul point M,. Dès lors, si l'on donne simultanément aux sommets tic la 
ligue brisée des déplacements infinitésimaux oA, SM,. ..., o.M„ i. SB. on obtiendra 
pour F une variation totale 

(327) S F = grad A F . S A i grad« F .SM, 

-4- . . . -hgrad M(i t F.SM„ -+- grad„F.SB. 

On pourrait être tenté d’en conclure qu’en effectuant le passage à la limite pré- 
cédent, la variation infinitésimale d'une fonction F de l’arc AB est susceptible de 
s’exprimer sous la forme 

(327 bis) o F = f Vv.o.M ds M , 

V M désignant un vecteur bien déterminé en chaque point M de la courbe, oM le 
déplacement infinitésimal subi par ce point, et s m son abscisse curviligne, l'n tel 
résultat serait cependant inexact : c'est ce que va nous montrer un exemple choisi 
le plus simplement du monde, exemple qui nous amènera d’une manière naturelle 
à la conclusion suivante : chaque fois que des points jouent un rôle particulier dans 
la définition de la fonction F, il s'ajoute au second membre de la formule (327 bis) 
des termes provenant de ces points. 

(I) Voir Comptes rendus de V Académie des Sciences , 10 mars 1023. Note de l’auteur. 
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198 . Variation de la longueur d’un arc de courbe. — Proposons-nous en 
effet cette question : 

Calculer la variation infiniment petite subie par la longueur d'un arc de 

courbe AB, lorsque chaque point de cet arc 
(et en particulier ses extrémités) est soumis 
à un déplacement infiniment petit. 

La fonction F dont il s’agit ici est la lon- 
gueur £ de l’arc AB : il est indéniable que, 
dans cette définition, les points A et B jouent 
un rôle particulier. 

Soit M un point de l’arc AB, appelons s son abscisse curviligne. Exprimons en 
fonction de s le vecteur MM' ou oM, qui constitue le déplacement infinitésimal subi 

par le point M. Le point M' engendre, lorsque M décrit AB, un arc A'B' qui possède 

avec AB, par hypothèse, un voisinage du premier ordre au moins. 

Pour calculer l’accroissement de longueur, nous nous inspirerons de l’idée 
suivante : 

Prenons une fonction d’un nombre fini de variables, par exemple une fonction 
de trois variables 

f{u y v, ?e). 



Si u, v , w sont à leur tour des fonctions d'une même variable indépendante X, 
l’expression précédente devient une fonction composée de X, dont la dérivée se 
calcule par la formule 


( 328 ) 


df f , du ,, dv f , dw 

dl ~^ u d\~ Jr ' * dî + ' w dï ’ 


cette dérivée est donc le quotient par rfX de la différentielle totale de la fonction f. 
Inversement, r pour calculer cette différentielle totale, on peut imaginer que u, v, w 
dépendent d’un seul paramètre X, sans préciser d’ailleurs les lois particulières de 
cette dépendance, prendre la dérivée de la fonction ainsi obtenue par rapport à X, et 
multiplier cette dérivée par rfX. Ce calcul donne bien 

t'J u H- Fv dv + f'J w - 

C’est exactement cette méthode que nous allons appliquer ici : au lieu de consi- 
dérer toutes les courbes possibles infiniment voisines (d’ordre un) de AB, nous 
imaginerons qu’on choisisse, parmi ces courbes, une famille à un paramètre, sans 
toutefois préciser le choix explicite de cette famille. Supposons donc que le point M 

dépende des deux paramètres s et X. Pour X = 0 , M décrit AB et s désigne son 

abscisse curviligne sur cet arc. Pour une valeur non nulle de X, l’arc A'B' a sa lon- 
gueur exprimée par la formule 
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Prenons la dérivée par rapport au paramètre X pour la valeur À = 0. Nous aurons, 
en général ('), 

n dy\' > fd\V\ 

*=r 4vW*= 

>A j> k ?l\ \ ds J J y//j^\* 


SS' 

8; 


Puisqu'on fait X = 0, 
Donc 


d M' 
ds 


se réduit au vecteur 


(/.M 

ds 


de longueur égale à l’unité. 


sa _ r ( m pdM rfpMW 

8X /=0 * a ^ ^ OA '^ds J %} ds ds y 0 a y 


Intégrons par parties, en remarquant que l’un des facteurs du produit scalaire est 
la dérivée, par rapport à s, du vecteur Puisqu’un produit scalaire se dérive 

rA 

comme un produit ordinaire, le mécanisme de l'intégration par parties est aussi le 
même qu'en analyse ordinaire. Ce calcul donne 


3tf_/dM ?M\ .-'MX _ A.rf- M 

SX \ ds ’ oX /„ \ ds oX / A »/v â ds 2 oX ( 


Pour avoir la variation, il nous suffit de multiplier les deux membres par SX, ce qui 
<lonne 

i //-’M 

(329) ” ' * 


/•** //-IM 

0 il = T b .'o B — T a . 3 A — J ~ d ™ . O Mdv, 


où T désigne le vecteur unité de la tangente à notre arc de courbe dans le sens des 
arcs croissants. Plus spécialement, T A et T„ indiquent les positions particulières de 
ce vecteur aux points A et B. Les formules de Frenet nous donnent d ailleurs 


d* M _ d T 
ds 2 ds 


oN, 


en appelant p la courbure en M. Finalement, nous pouvons donc écrire 
(330) 5 < i = T„.oB — T a .8A— fpR.ZMd». 

* *A 


Cette formule n est pas du type (327 Ins). Elle contient bien un lerme intégral, 
qui présente la forme annoncée. Mais elle fait intervenir en outre les produits scalaires 
T b . SB et T a .SA dus au rôle particulier joué par les points A et B dans la définition 
de la ligne considérée et des fonctions qui s en déduisent. Si à la ligne ouverte 
nous substituons une ligne fermée, et si nous ne comparons entre elles que des lignes 
fermées infiniment voisines (d'ordre uu), le terme tout intégré disparaîtra et nous 
retomberons sur une formule du type (327 bis). 


(1) Au numérateur du dernier membre de la suite d’égalités — ... ligure un produit 


scalaire. 
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Notons en outre (et cela tient au caractère particulier du problème actuel) que le 
vecteur Vde la formule (327 bis), auquel on pourrait donner la dénomination densité, 
de gradient, est déterminé ici exclusivement par les propriétés locales de l’arc AB : 
en chaque point M de cet arc, il se réduit en effet au vecteur de courbure pN en 
ce point ('). 

On peut imaginer des fonctions de ligne arbitrairement compliquées, et dont la 
définition assigne des rôles spéciaux à certains points de la ligne considérée. Entre 
mille hypothèses possibles, on peut considérer par exemple une ligne fermée ■£, un 
point A de cette ligne, et une expression 

l ’=Sx nr)ds ' 

en appelant r la distance d’un point M de ;£ à la tangente en A (ou au centre de 
courbure en ce point, etc...). Nous nous bornerons à citer cet exemple, pour fixer 
les idées du lecteur, et à indiquer qu’en pareil cas l’expression de la variation 3 K 
fera intervenir non seulement un terme fonction linéaire du vecteur 3 A, mais d’autres 
termes, fonctions linéaires de ses dérivées géométriques (-). 

Nous n’insisterons pas davantage sur ce genre de questions, et revenant à la lon- 
gueur d'un arc de courbe, nous évaluerons sa variation en supposant que cet arc 
soit astreint à demeurer sur une surface donnée. Cette étude nous conduira à 
d’importantes applications. 

199. Variation de la longueur d’un arc de courbe, sur une surface. — 
On peut envisager ce problème, soit au point de vue métrique externe, soit au con- 
traire au point de vue de la géométrie autonome de la surface. 

1° Plaçons-nous d’abord au point de vue métrique externe. La solution du pro- 
blème nous est toujours donnée par la formule (330). Mais ici, le vecteur 3 M appar- 
tenant au plan tangent en M, on a évidemment 

N.3M = cosQ P.oM, 

en appelant r le vecteur unité de la normale géodésique. La densité de gradieut 
serait donc ici le produit du vecteur normale géodésique unité par le scalaire que 
nous avons appelé courbure géodésique, soit p cos ô. 

Notons en passant que uous obtenons ici une nouvelle démonstration de ce fait 
que p cos 0 est un élément géodésique de la surface : nous venons en effet de le 
rencontrer dans l’expression de la variation de la longueur de l’arc AB, quantité 
essentiellement géodésique. 

2° On peut aussi raisonner directement. Supposons qu'on ait adopté une repré- 
sentation de la surface au moyen de deux paramètres À et jx, et soit 

ds- — E dX~ -j- 2F(iÀda-t- Ci du . 1 

(Il Co fait d’une densité de gradieut à expression purement locale est un caractère 
essentiel des fondions de ligues qui se rencontrent dans le calcul des variations classique. 

(2) Si r est la distance de Mà la tangente en A, s'introduirait seulement la dérivée première ; 
si r est la distance au centre de courbure eu A, apparaîtrait eu outre la dérivée seconde. 
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l’élément linéaire de la surface. Lorsque le point M décrit l’arc AB sur la surface S, 
on peut supposer que X et p. soDt certaines fonctions d’un paramètre I, qui croit de 
jusqu'à t B lorsque M se déplace de A en B. Dans ces conditions, la longueur f de 
l’arc AB s’exprime par la formule 


(331) <£ 


I'v/Eï 




dt- 


dt 


jf»(^ 


d X d u. 
dt ' dl 


dt , 


ce que nous écrirons tout simplement, sans préciser le paramètre /. 


se = J s 1 Mi* -h WdUp + iïd ? . 


Pour calculer S‘£, il est commode de supposer que le vecteur 5M est exprimé préci- 
sément à l’aide de la variable t qui sert à individualiser un point de l’arc AB. Kn 
outre, nous particulariserons encore le problème en admettant que l’ensemble des 
courbes variées soit réduit à une famille à un paramètre a, dont la courbe a ~ O est 


d X d a 
dt 


sont alors des fondions 


l’arc primitif AB; les quantités X, a et par suite 
de a. De la formule (331) on tire facilement 

yi /*•/?* ?X , y^ya yj ?i' yj j*u/\ ,, 

en désignant en abrégé par X' et ^y par p/. D’ailleurs y. et t constituent deux 
paramètres indépendants. Il en résulte que Pou a 

îX' d /yX' 


Da 


dt : 


.''u.’ d /.'' jx \ 

7x dt '.''a 


ce qui, dans la formule (332), permet d’intégrer par parties les deux derniers termes 
entre parenthèses, et d’écrire finalement 


(333) 




? a 


tH 

!k 


Nous avons maintenant tout intérêt à écrire cette formule indépendamment de a, en 
substituant aux dérivées partielles ~~ des différentielles : il suffit à cet effet de mul- 
tiplier les deux membres par l’accroissement infinitésimal oa de la variable indépen- 
dante a. On obtient ainsi la variation de -t 


(334) ** = £ | (>(!') h >i‘ 5|t J -! 


En remplaçant dans cette formule la fonction ? par son expression 


v /KX , *-f-2FXy + G ix'\ 
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et en se reportant à l’expression de la courbure géodésique obtenue au n° 139, on 
retrouverait bien entendu la formule 

(335) oi£ = T„.oB — T a .3A — f p cosô T. SM ds. 

c/ AB 

Nous n’insisterons pas sur celte vérification. Nous allons entreprendre l’étude des 
lignes dont la courbure géodésique est nulle. Elle nous montrera qu’un arc suffisam- 
ment petit d’une de ces lignes est sur la surface le plus court chemin entre ses deux 
extrémités. Par suite, ces lignes sont précisément celles qui ont été citées au n° 126 
sous le nom de lignes géodésiques. 

200. Théorie des lignes géodésiques. — Considérons donc une ligne dont la 
courbure géodésique est nulle, ou, si l’on préfère, dont le plan osculateur est normal 
en chaque point à la surface S. Si l’on veut déterminer les coordonnées curvilignes 
X, (x d’un point d’une telle courbe en fonction du paramètre t, on est conduit à inté- 
grer un système différentiel du second ordre 



J [x dt v (x / 


Remarquons d’ailleurs que dans le cas actuel, la fonction f est homogène et du 
premier degré par rapport aux variables X' et ;x'. De là, il résulte, d’après l’identité 
d’Euler, 


?A' H 


4? 7 , 

?|X 


d’où, en dérivant par rapport à i, 


ou encore 


d tp _ d 
dt “ dt 



y*<? 


D|x 


|x 4-X' 




u’A?, 






dt 


WJ + ' ? 






il reste linalement l’identité 





qui montre que les deux équations différentielles précédentes no sont pas indépen- 
dantes; c’est ce qu’il était facile de prévoir : la propriété géométrique que nous avons 
imposéo h la courbe inconnue en chacun de ses points laisse absolument arbitraire 
le choix de la représentation paramétrique qui sera adoptée pour la définir. Sur les 
deux fonctions \(t) et |x(/) l’une au moins est donc arbitraire, et il eût été absurde 
d’aboutir h un système de deux équations indépendantes déterminant entièrement 
(ou & des constantes près) ces fonctions. 


On pourra supposer, dans le cas général, que le paramètre t est l’une des 
coordonnées X ou jx, soit par exemple t — X. On obtiendra ainsi une équation du 
second ordre 


F 


/ (f 2 |X rf|X 

\lÿj' 3x’ ^ 



o. 
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Par chaque point du plan il passe donc une infinité de ces lignes dont la courbure 
géodésique est partout nulle : pour achever de déterminer l'une de ces lignes, il 
suffira, d’après les théorèmes généraux sur les équations différentielles, de faire con- 
naître en outre la tangente en ce point. 

Avant d'aller plus loin, nous aurons à faire connaître quelques propriétés des 
lignes à courbure géodésique nulle, que nous appellerons en abrégé : lignes 7. 

Appliquons la formule ( 335 ) à un arc AB d'une ligne 7, l'arc varié A' B' étant 
emprunté à une ligne infiniment voisine, mais quelconque. 11 vient 

( 336 ) 8l£ = T n . 5 B — T a .oA. 

Cette formule est la source de conséquences importantes. Considérons les trois 
quantités 8‘i, T A . oAetT,,. oB. Si deux d'entre elles sont milles, il en sera de 
même de la troisième. En particulier, on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si un déplacement infinitésimal laisse inaltérée la longueur d'un arc AB d’une 
ligue à courbure géodésique nulle, l'orthogonalité à cette ligne, en A, du déplace- 
ment de A exige l’orthogonalité à celte ligne, 
en B, du déplacement de B. 

D’après cela, traçons sur la surface une 
courbe quelconque C 0 , et menons en ses divers 
points les lignes 7 qui lui sont orthogonales : à 
partir de ces points M 0 . M', M'é, . . . , portons 
sur les courbes correspondantes 7, 7', 7", ..., 
des arcs M 0 M, M' M', M" M", ... ayant même 
longueur £. Le lieu de M, M', M" ..., sera, 
d’après le théorème précédent, une trajectoire orthogonale des courbes 7, 7', 7", 

En faisant varier continûment £, on obtiendra donc le systèmedes trajectoires ortho- 
gonales aux courbes 7, 7', 7", .... 

Supposons qu’on définisse chaque point M de la surfaceS par les deux paramètres 
suivants : 

1° le paramètre p., qui spécifie la position de M 0 sur la courbe C„ ( J ); sur la sur- 
face S, les lignes p.= const. sont donc les lignes 7 orthogonales à C 0 ; 

2 ° le paramètre X, qui exprime la longueur de l’arc M 0 M. Les lignes X = const. 
sont les lignes C, trajectoires orthogonales de nos lignes 7 particulières. 

Dans ces conditions, l'élément linéaire sera nécessairement de la forme 

( 337 ) ds 2 = rfX* -+- K 2 tf p.*, 

car ces lignes coordonnées étant orthogonales, il n’y a pas de terme rectangle, et 
ensuite le long des lignes p = const., on a ds — d\. 

Nous sommes maintenant à même d’établir la proposition suivante : 

Toute ligne 7 à courbure géodésique nulle est une ligne géodésique , c*est-à- 

(1) Nous nous limitons à une portion de la surface S assez petite pour que chaque 
point M provienne, dans la construction précédente, d’un point M 0 unique. 
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dire fournit sur chacune de ses portions suffisamment petites, le minimum de la dis- 
tance (mesurée sur la surface) entre les extrémités de cette portion. 

En effet, à la courbe C 0 du raisonnement précédent, il nous est possible de 
substituer un point O, avec lequel seront confondus les points M 0 , Mj, M", .... 
Nous considérerons alors toutes les lignes à courbure géodésique nulle, soient 
Y, y > y", • • • issues de O, et portant sur chacune d’elles à partir de O une longueur 
constante, nous obtiendrons des courbes fermées C coupant encore orthogonalement 
les lignes y, et offrant dans le voisinage de O la disposition d’une famille de cercles 
concentriques. On pourra donc délimiter une portion de la surface avoisinant le 
point O et limitée à une courbe C particulière, soit C t , telle que par chaque point M 
de cette région passe une ligne y et une seule issue de O. L’arc OM de cette ligne y 
est alors nécessairement inférieur à tout autre chemin joignant le point O au point M : 
sa valeur est en effet le X du point M. Pour un autre chemin, la longueur serait 
donnée par l’intégrale ________ 

X dK 

où X a la valeur précédente. Le théorème est ainsi démontré ( J ). 

201 . Expression particulière de la courbure totale. — Revenons au sys- 
tème de coordonnées le plus général qui nous a conduit à la formule (337) : l’élément 
linéaire prenant alors une forme particulièrement simple, il est intéressant, dans ces 
conditions, de rechercher l’expression de la courbure totale. D’après la formule (133) 
du n° 133, nous avons dans le cas général 

1 E'G' — F 72 

ï\ j\ - EG — F 3 ’ 

E'G' — F' 2 est lui-même donné par la formule (139), 


E{hh" — h' 2 ) F(M"-f- AA" — 2A'A') + G (Art" — A' 3 ) 

■ ‘--ïh H- E'G' — F' 2 = 0, 


lp 8 G __ 9 d 2 F 
2\ï)A 2 èX t > 


où (A, A), (A', A'), (/i", A") sont les composantes contrevarianles tangentielles des 

Il s’agit donc de faire ici une simple application numé- 


vecteurs 


a 2 M 

dX 2 


d 2 M 

DXjp. 


J 2 _M 

5 p. 2 


rique avec E = 1 et F = 0. Calculons d’abord les h, k, etc.... En conservant les 
notations du n° 128, nous aurons pour les composantes covariantes tangentielles 
(<r, t), (</, t'), (a", t") des vecteurs précédents, les valeurs suivantes [se reporter 
aux formules (126), (127) du n° 126 et aux formules (I), (II) du n* 128] : 


(I) 


o 

II 

\y 

( T =0, 

f A 

\ , UG 

« =0, 

(II) < T ~~2 3X’ 

„ IjG. 

/ » 1 3 G 

“ 2 ?X ’ 

( T 2 3{i ’ 


(t) Cette démonstration est due h G. Darboux. 
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En utilisant les formules de passage des composantes covariantes aux compo- 
santes contrevariantes [voir formules («s») du n° 128], nous obtenons 


11 reste alors 


h' =0, 


i.>g 
2 ’ 


E'G' — F' l 2 • 


1 /?(; 


4GV<>X 


Or EG — F 2 se réduit ici à G. Il vient donc 


f k =0, 

\ u 4 ‘'•G 

; * — 2G Vl ’ 

/ i.» f ‘''G 

~ 2G Xu ' 


2 ,>X 2 U> 


\ _ 1 (?GX>_ 1 (J 
itjK, 4G 2 v>X J 2G î 1 ), 2 

Nous avons adopté d’ailleurs une notation spéciale et posé G = K 2 . L'opportunité 
de cette écriture apparaît maintenant, car elle fournit pour expression définitive de 
la courbure totale 

( 338 > ip;=-K^- 

Dans les mêmes conditions, nous allons évaluer la courbure géodésique. 

202. Expression correspondante de la courbure géodésique. — Au n° 139, 

nous avons appelé vecteur de courbure géodésique la composante tangentielle de 

, laquelle a pour composantes covariantes les produits scalaires ^ y 

d 2 M r, 1 1 


ds- a a 


Pour calculer ceux-ci. nous avons écrit 


d’où, en dérivant, 


M_ySld\ .\M dy. 
ds aX ds ds ’ 


d* M _ ^ 2 M/rfXY o j' 2 M f/X djj. . >n\ fd |x\* ePX ?_M d* jx 

ds 2 >X 2 W ** ? X a (x ds ds 1 aX ds 2 j'p. <Zs* 


Pour évaluer les produits scalaires de ce vecteur par chacun des vecteurs ~ et 

nous nous reporterons encore aux formules (126) et (127) du n° 123, qui s’écrivent 
ici sous forme réduite : 


?M 

aX ‘ ?X 2 
dM ? 2 M 
J>X ’dX?[x 
dm aHI 

?X * ? IX 2 


= (T = 0, 
= ff' = 0, 


l Da-jX*“ 0, 

) ^ 4^G 

) "?X?(x 2 ?X ’ 

la G f <>M 1 ?G 

2 .‘'X ’ \ * âp? 2 ?{x ’ 
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[puisqu’en vertu de (337), nous avons E = l, F = 0]. Nous obtenons ainsi 
r d M sM l3G/d(xV 

\ ÏF'â- _ ïïï U*/ 3?’ 

j d*M ?GdXd(jL t laG (dy^* , r. rfV 

( c^-JÏ~ïîlïdï' h ' < '2JÏ.\ds) +{J W 

Pour les coordonnées conlrevariantes du même vecteur, nous obtiendrions, en 
vertu des formules (121) du n° 124, les valeurs respectives 

laG d’X 

M 2?X\<üs/ ds 2 

et 

1 pGrtXrf|x l?G/dp.\ 2 1 cPp. 

v G [ dX ds ds 2 ? jx \ ds ) J ds 2 ’ 
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En portant ces valeurs dans les expressions des composantes contrevariantes, celles-ci 
deviennent respectivement 


u 


r (cP\ 1 dG\ dXAGdX i3G\ 

' RSJT 


rfx (dn _ 1 3G\ 1 fd\ Y /)G rfX 1 3 CA 

ÎJjt \c/|x 2 2 3 X y G vf?]! y \ 3 X ôTj ï 2 3 p. / 

ÎY . /tfXV'l* 


IMt)T 


13G' 


Le carré de la courbure géodésique aura pour expression u s -+- Gt>*, ce qui donne 
immédiatement 

r pCX 13G cfX f 4 3G d\ 1 ?G\1* 

\ (Tpi 1 2 3X afïUsxà^ 2(j 3ix / J 


P* Sin 2 0: 


I ÆZ 2 ? X <7pî \ G c> X tï [x 


l G+ (^) J 

on peut donc prendre pour la courbure géodésique l’expression suivante 

v'G 


p sinO : 


£ 


G -t- 


(3?)] 


K : x _ 

t 3 G 

d\ / 

1 3 G d\ 1 3 G Yl 

L d^ 

2 3X 

~j v S 

V G 3X* Sp 2G 3(x / J 


ou, en introduisant la fonction K = y /G, 
(340) p sinO = ±- ^ 


rrf^x 

,AK 

d\ / 

2 3 K d\ 

t 3 K\ “1 

UV 

— K — 

? X 


K 3X d\x 

K -Y J J 


[ Ra +(?;)] 

On peut faire une application de cette formule au cas du plan et des coordonnées 
polaires. La fonction K se réduit alors purement et simplement à X, et la courbure 

géodésique à la courbure ordinaire, dont la valeur devient ainsi ^en posant = X'^ 


XX" — 2X'* — X 8 
(X* -+- X' 2 ) 


(■)• 


Nous n’avons développé ce calcul qu’à titre d’exemple d’application des méthodes 
générales indiquées dans notre exposé de la théorie des surfaces. 

C’est également à titre d’exercice de calcul que nous établirons, dans cette voie, 
la relation classique entre la courbure totale et la courbure géodésique (*). 


(!) Le signe à prendre est (— ) ou (-t-) suivant que le sens positif des arcs concorde ou 
non avec le sens des angles p croissants. 

(2) La véritable démonstration de cette proposition résulte des considérations exposées 
au n* 207, 4°. 
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203. Relation entre la courbure totale et la courbure géodésique. — Con- 
sidérons l’intégrale 

J p sin6 ds 

étendue à un arc de courbe susceptible d’être représenté sous la forme X = /*(p.). 
L’élément de cette intégrale a pour valeur 


R* 


W/ 

et peut également s’écrire 


K f d 2 l , , dl/ZïKdl , 1 dKYI , 

73Tÿ l~ 2j? + K S + S? U FI 3? + K jjl JJ *' ! * 


d [ arc ( K ©] + [ Ri ^ + ^ 


ou finalement 


d [arc tg( R ^ 


Si nous substituons à l’arc considéré précédemment une courbe fermée, 
l’expression J ' p sinO ds deviendra une intégrale curviligne étendue à cette courbe 


et d’expression 


/rf[arctg(K^)]+^. 


Cette intégrale se décompose en deux, dont l'une porte sur la différentielle d'une 
fonction multiforme et dont la seconde peut, par l’intermédiaire de la formule de 
Green, être transformée en une intégrale double. Cette intégrale double sera 


SS*è** 


d\ 


ou encore, en remarquant que l’élément de surface est dS — KciXrfp., 

1 




c’est-à-dire, d’après les résultats du numéro précédent, 



Toutefois, quelques précautions doivent être [irises au moment de cette transforma- 
tion de calcul. Effectivement, nous avons adopté ici des coordonnées géodésiques 
générales, c’est-à-dire nous avons pris pour lignes de coordonnées un système de 
lignes géodésiques à un paramètre d'une part et leurs trajectoires orthogonales d'autre 
part. 



COURBURE TOTALE ET COURBURE GÉODÉSIQUE Sfc7 

Le cas le plus simple à traiter est celui où, dans tout le domaine d'intégration, les 
paramètres X et p. peuvent être regardés comme des fonctions uniformes du point 
dont ils déterminent la position sur la surface. L'application de 1a formule de Green, 
sous la forme même où nous venons de l'indiquer, est alors légitime. La quantité 

arc tg K représente d’ailleurs l’angle 9 du vecteur —■ et du vecteur T de la 

tangente au contour d'intégration. Dans les conditions précises qui vienueut d’être 
indiquées, cet angle s’accroît de 2 r pour un tour effectué sur le contour C, à sup- 
poser d’ailleurs que G soit une ligne fermée et sans point double, et en outre délimi- 
tant une portion S de la surface considérée réductible par déformation continue à un 
point (*). On obtient donc la formule 



Mais il y a lieu de reprendre entièrement le raisonnement précédent si le système 
de coordonnées employé est tel que X et p ne soient plus des fonctions uniformes de 
la position du point qu’ils déterminent. Un pareil cas se présente si l'on prend comme 
lignes coordonnées toutes les géodésiques issues d'un point A et si l'aire S contient 
ce point à son intérieur. On forme alors un système analogue à celui des coordonnées 
polaires dans le plan, et où chaque point est susceptible d’une infinité de couples X, p. 
Nous conviendrons alors que la distance géodésique X au point A est essentiellement 
positive, et pour appliquer correctement la formule de Green, nous attribuerons à p, 
en chaque point de l'aire utile, une valeur unique, en ayant soin d’entourer le 
point A d’une ligne fermée y, d’équation X — e (où e est un nombre positif arbitraire- 
ment petit) et en pratiquant une coupure qui joint un point de y à un point du con- 
tour G. On obtient ainsi une aire dans laquelle X et p sont fonctions uniformes de M. 
On peut donc appliquer la formule de Green. A cause de la périodicité de K et de ses 
dérivées par rapport à p, les intégrales le long des deux bords de la coupure se 

détruisent. L'aire délimitée par y étant aussi petite qu’on veut et l’expression jp- étant 

continue dans l’aire totale délimitée par G, l'application de la formule de Green nous 
donne alors 


£ (p sinO ds — d ? ) — £(c sin 0 ds — d o) = — J £ jp- 


en réservant les notations / et / pour désigner des intégrales étendues à ces con- 

t/ y 

tours, lorsqu’on les parcourt en sens direct. 

Or, après un tour sur le contour C (voir les figures du n° 207) l’angle 9 , après 
avoir éprouvé une variation continue, reprend sa valeur primitive. Il en est de môme le 


(1) Par exemple, étant donné un tore, on ne pourrait prendre pour C ni un cercle 
méridien ni un parallèle de ce tore. Le raisonnement précédent suppose également que C 
ne présente pas de points anguleux. L’hypothèse de la présence de points anguleux sera 
examinée plus loin, a l’occasion d’une autre démonstration de la même formule, voir n* 207. 
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long de la ligne y. D’aulre part, cette ligne est aussi petite qu’on veut. Elle est donc 
située dans une région de la surface qu’on peut, avec une approximation indéfinie, 
assimiler à un plan. Son rayon de courbure géodésique p siné tend d’ailleurs vers le 
rayon de courbure de la projection de cette ligne sur le plan tangent en A, c’est dire 

que J* p sinô d$ tend vers 

Ainsi, l’emploi d’un système de coordonnées offrant en A une singularité nous 
permet de retrouver la formule (341), obtenue à l’aide d’un autre système, régulier 
dans toute l’aire utile. Il ne pouvait en être autrement, puisque cette formule établit 
une relation de la géométrie autonome de la surface, et que la représentation paramé- 
trique qui intervient dans le raisonnement à litre auxiliaire doit en fin de compte 
n’exercer aucune influence sur les résultats. 

204. Variation infinitésimale de l’aire d’une portion de surface 
courbe. — Laissant de côté toute théorie générale sur les fonctions dépendant 
d’une surface, nous nous contenterons d’étudier la question suivante : 

Évaluer la variation infinitésimale subie par l'aire d'une portion de surface 
courbe. 

Soit EM le déplacement infinitésimal subi par un point M de la surface, déplace- 
ment qui l’amène en M'. Nous considérerons oM comme la somme géométrique d’un 
déplacement tangenliel et d’un déplacement normal. Puisqu’on néglige les infiniment 
petits d’ordre supérieur, la variation infinitésimale cherchée sera la somme des varia- 
tions partielles qui correspondent : 

1° à la déformation provoquée par l’ensemble des déplacements langentiels des 
différents points ; 

2° à la déformation provoquée par l'ensemble des déplacements normaux. 

Nous allons calculer successivement ces variations partielles, que nous appellerons 
en abrégé variation tangentielle et variation normale. 

Variation tangentielle. — Dans un déplacement tangentiel infinitésimal, on 
voit immédiatement que la variation de l’aire est donnée par la formule 

8,Jb = — r r.8,M ds. 

Je 

en désignant par T le vecteur unité de la normale géodésique intérieure, et en réser- 
vant la caractéristique 8, pour représenter les déplacements tangentiels et les varia- 
tions qui en résultent. On peut d’ailleurs remarquer que chaque déplacement oM est 
la somme géométrique du déplacement 8,M qui en est la composante tangentielle et 
d’un déplacement normal vSn orthogonal à T. On a donc 

r.S,M = r\8M 


et, par suite, nous aurons finalement 


(342) 



Variation normale. — Supposons maintenant que chaque point M de la portion 
de surface considérée éprouve un déplacement infiniment petit v En, où En désigne 
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une certaine fonction scalaire du point M, qu’on pourra toujours supposer de la 

forme — B a (si l’on trouve plus commode de ramener le raisonnement à celui de la 

dérivation de l’intégrale qui exprime l’aire cherchée, par rapport à un paramètre a, 
dont dépendrait la surface à laquelle est alTeclée 
cette aire). 

Cela posé, traçons sur la portion de surface S, 
un système double de lignes orthogonales, ce qui 
nous permettra d’envisager l’aire Jt> comme la 
limite d’une somme de petits rectangles. 

Envisageons l’un de ces rectangles, dont les 
côtés sont deux vecteurs infinitésimaux d i M et 
cf,M, de longueurs respectives d { s et d 2 s. 

Après la déformation infinitésimale qui résulte du système de déplacements nor- 
maux v Bn, l'accroissement de faire de ce rectangle sera 



<f/8tf t s-hrf 1 s8rf 2 s. 

Or, reportons-nous à la formule (330) qui donne la variation de la longueur d’un 
arc de courbe. Les arcs variables sont ici orthogonaux aux déplacements de leurs 
extrémités. Pour chacun de ces arcs, la formule (330) est donc réduite à son dernier 
terme. Mais les arcs considérés sont des arcs élémentaires, si bien que pour chacun 
d’eux l’intégrale qui figure dans la formule (330) est réduite à un élément unique. 
Nous avons donc tout simplement 

8 r/,s = — p,o n v . , 

en désignant par p t le rayon de courbure en M. et par N, le vecteur unité de la nor- 
male principale en M, pour l’arc d t s. On a d’ailleurs, d’après 

f> v - N '=S7 

en appelant la valeur algébrique du rayon de courbure principal de la section nor- 
'male de S tangente en M à c’est-à-dire le nombre tel que l’on ait 

MK, = ft, v, 

K t désignant le centre de courbure de cette section principale. 

On en déduit que, pour le rectangle infinitésimal considéré, d’aire d<j, l’accrois- 
sement d’aire sera 

( 343 ) »*=-(*-•-*; )«"*• 

Le caractère de cette formule et la propriété additive de faire exigent d'ailleurs que 
le résultat s’applique non seulement à un rectangle doué d’une orientation particu- 
lière, mais encore à tout élément superficiel, infiniment petit dans toutes ses dimen- 
sions. On en conclut qu’en chaque point M, la somme des courbures de deux sections 
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normales rectangulaires a une valeur indépendante de l’angle qui détermine la posi- 
tion du système de leurs plans. C’est le théorème d’Euler, que nous avions déjà établi 
par une autre méthode (voir Gn du n° 132). 

1 1 

A l’expression -t- ^ nous avons donné le nom de courbure moyenne. Cette 

«71 £ «Tl 2 

courbure moyenne est donc un élément primordial dans le calcul de la variation 
d’une aire. De la formule (343) qui donne la variation d’une aire inGniment petite, 
on passe à la variation d’une aire Gnie par la formule 

o n f J* d< s — — Ç J ' kZnd a. 

Remarque. — La démonstration précédente n’est pas rigoureuse, mais du moins 
explique-t-elle, dans la formule précédente, l’origine de la courbure moyenne. Il n’est 
pas difGcile de construire, a posteriori , une démonstration analytique rigoureuse, en 
se servant de l’expression d’une aire et de la formule de dérivation d'une intégrale : 
il ne s’agit plus que d’opérer après coup une vérification. 

Le problème du calcul de la variation totale d’une aire est donc résolu par la 
formule 

(344) oJb = — Jv.oUds— f fjilndc. 

205. Surfaces à courbure moyenne nulle. — De la formule précédente, on 
déduit des propriétés des surfaces à courbure moyenne nulle. Supposons qu’une 
portion S d’une telle surface varie, de manière à demeurer constamment normale à la 
surface du tube engendré par la courbe C qui délimite S. Les deux intégrales du 
second membre étant milles, on voit que l’on aura constamment 5JL = 0. Par suite, 
l’aire A> demeurera constante. Dans le même ordre d’idées, nous allons établir un 
théorème d'importance capitale. 

Théorème. — Toute surface à courbure moyenne nulle est une surface 
minima , en ce sens que chaque portion assez petite de celte surface fournil 
le minimum des aires limitées au même contour que cette portion. 

Soit S 0 une surface à courbure moyenne nulle. Formons une famille de surfaces 
à un paramètre, chacune de ces surfaces étant à courbure moyenne nulle, et l’une 
d’elles étant précisément S 0 . Nous admettrons que si la portion utile de S 0 est sufG- 
samment petite, on peut choisir la famille précédente de manière que les surfaces qui 
la composent présentent, au voisinage de S 0 et à l’intérieur du tube de trajectoires 
orthogonales dont la directrice est le bord de la portion utile, une disposition régulière, 
c’est-à-dire analogue à celle des sections droites d'un cylindre. Soit alors S une quel- 
conque des surfaces précédentes. Prenons un système de coordonnées curvilignes, 
l’une des familles de surfaces coordonnées étant la famille des surfaces S, les deux 
autres familles se coupant mutuellement suivant les trajectoires orthogonales des 
surfaces S. L’élément linéaire de l’espace prendra la forme 

(345) ds s = Erfu* -+- 2F du dv -h G dv> -+- K dut. 
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en désignant par iv celle des trois coordonnées qui demeure constante sur les sur- 
faces S; et en effet, à cause de l'orthogonalité de ces surfaces aux lignes u = const., 
v = cqnst., le ds 2 ne doit pas contenir de termes en du dv , ni de termes en dv dir (’). 
Dans l’expression précédente, E, F, G, K sont des fonctions de u, v, w. * 

Chaque élément d’aire d’une surface w= const., a pour expression 

yJÊG — F 2 du dv. 


Considérons tous les éléments correspondants, c’est-à-dire interceptés sur les diverses 
surfaces w = const 1 * par le tube de trajectoires orthogonales qui s'appuient sur le con- 
tour de l’un d’eux. D’après une remarque précédente, ils sont équivalents. On en 
conclut que EG — F 2 ne dépend pas de w. 

Cela posé, menons par le bord de la portion utile de la surface S 0 une autre surface, 
définie en attribuant à w une certaine valeur en fonction de u et de v. Celte fonction 
étant connue, l’aire de la surface correspondante sera donnée par l'intégrale 


ffVi E+K (ju)‘\ [ G+i O 


F-+ K 


w d W 


du dv 


dudv. 


où le domaine de variation des uv n’est autre que la section droite du tube. Or cette 
intégrale peut s’écrire 


ffsj EG-F“ + K[G(^j ! 


2 F 


dw d w 
du dv 



dudv. 


La quantité entre crochets est positive, comme résultat de substitution du couple de 
valeurs — — , — dans la forme quadratique E du 2 -H 2F dudv -h G dv-. D'ailleurs K 
est essentiellement positif. Donc l'intégrale eu question surpasse nécessairement 


ff'W 


— F 2 dudv, 


et par suite l'aire de la portion considérée de S 0 est moindre que toute aire limitée au 
même contour. (C. Q. F. D.) 


(1) Pour un raisonnement complet, on écrira 

JM 


in e m * ? M . i' M j 

dM = du -H ^ — dv H- du) 

Du ? v D u> 


? M 

et, dans l’élévation au carré qui donne ds* t on tiendra compte de l'orthogonalité du vecteur 

, . , é DM f DM 

a chacun des vecteurs et vr* 

Du Du 
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VIII 

Compléments sur la théorie des surfaces : méthode du trièdre mobile. 

Théorie du déplacement parallèle et théorème de Gauss. Champs 

scalaires ou vectoriels sur les surfaces. Paramètres différentiels. 

Applications. 

206. Généralités et rapprochement de points de vue. — Nous 

avons étudié précédemment des champs scalaires ou vectoriels définis dans tout 
l’espace. On peut de même se proposer d’étudier de tels champs en les supposant 
définis seulement sur une surface. A vrai dire, il ne s’agit pas là d’un ordre d’idées 
absolument nouveau. Dans la théorie des surfaces telle que nous l’avons développée 
dans la section III de la troisième partie, nous avons indiqué le moyen de définir un 
champ de vecteurs tangents à la surface, en donnant, en lonction des deux variables 
qui en fixent un point, ou bien les composantes contrevariantes, ou bien les compo- 
santes covariantes du vecteur du champ en ce point. Bien plus, dans cet exposé, 
n’avons-nous pas ramené l’étude môme de la surface (faite au point de vue métrique 
externe) à celle du champ des vecteurs unitaires normaux à celte surface? Effective- 
ment, c’est bien là le point de vue dominant de la section III, et la méthode que nous 
avons utilisée à ce moment est fondée sur la considération de la dérivée géométrique 
du vecteur v, dans les différentes directions tangentes à la surface. Elle s’inspire donc 
du môme principe que l’étude, présentée dans les sections IV et V, des champs 
scalaires ou vectoriels définis, sinon dans l’espace entier, du moins dans une région à 
trois dimensions (voir spécialement n° 164). 

En définitive, nous sommes ramenés à envisager la théorie des surfaces comme un 
rameau de la théorie des champs vectoriels. Inversement, pour développer cette 
dernière, certains géomètres se sont inspirés de la théorie des surfaces. Dans cet 
ordre d’idées, MM. G. Guichard et Axel Egnell(') ont étendu aux champs vectoriels 
spatiaux la notion de direction asymptotique : appelons V (M) le vecteur du champ 
au point M, et soit oV son accroissement géométrique pour le déplacement infiniment 
petit oM. Nous dirons que la direction de ce déplacement est asymptotique si l’on a 

8 V.5M = 0, 

ce qui paraîtra naturel à quiconque voudra bien se reporter à la définition des direc- 
tions asymptotiques en un point d’une surface (n° 133) ( 2 ). 

Ce court aperçu suffit à montrer l’importance des méthodes que nous avons déve- 
loppées. En raison même de cette importance, ces méthodes ont été employées, avec 

(1) Le lecteur pourra consulter avec fruit la thèse de M. Axell Egnell : Géométrie infini- 
tésimale vectorielle, Paris, 11 avril 1919. Voir dans le présent volume, une note en petits carac- 
tères, qui complète la première partie du n° 228. 

(2) Les directions asymptotiques sont indéterminées pour les champs de moments et pour 
les champs obtenus en associant h chaque point un vecteur perpendiculaire à un plan tangent 
mené de ce point à une développable (notes aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences, de 
MM. A. Egnell, t. CLXV1II, p. 1203; R. Garnier, t. CLXIX, p. 324; E. Goursat, t. GLXIX, p. 493. 
Voir aussi R. Garnier, Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLVIII, p. 106). 
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certaines variantes, par différents géomètres. Nous venons de présenter l’idée qui 
consiste à identifier l’élude d'une surface (ou d’une courbe) avec celle du champ des 
vecteurs unitaires qui sont normaux à celte surface (ou à cette courbe). C'est d’une 
idée voisine que Gaston Darboux s'est inspiré pour édifier sa méthode du trièdre 
mobile : son principe consiste en effet à identifier l'étude d’une surface (ou d’une 
courbe) avec celle des déplacements infinitésimaux subis par un trièdre trirectangle, 
attaché suivant un mode spécial à cette surface (ou à cette courbe). La théorie de 
Darboux est trop importante pour donner lieu ici à un exposé systématique. Nous ne 
lui consacrerons qu’une courte digression, et pour en dégager l’esprit nous aurous 
recours seulement à des problèmes particuliers. 

207. Digression sur la théorie (lu trièdre mobile. — Au n° 160, 
nous avons dit quelques mots sur les déplacements infiniment petits. Soit un dépla- 
cement infinitésimal, réalisé pendant l'intervalle de temps dl : soit d.M' le vecteur 
infiniment petit décrit par un point M\ au cours de ce déplacement. Nous avons vu 


d\ M' 


que le champ des vecteurs 


(champ des vecteurs vitesse) s'obtient en composant 


la vitesse d’un point particulier M avec la vitesse prise par M' dans une rotation autour 
d’un axe issu de M, vitesse qui a pour expression 


Ü A MM', 


Q ayant une grandeur géométrique indépendante du point M, et qu’on nomme la 
rotation instantanée. 

Cette rotation instantanée va jouer dans ce qui va suivre un rôle fondamental. Soit 
à faire l’étude métrique externe d’une courbe ou d’une surface. Attachons à cette 
multiplicité un trièdre, dont le sommet reste sur la courbe ou sur la surface, et dont 
une arête demeure ou tangente à la courbe, ou normale à la surface. Nous allons 
montrer que la rotation instantanée de ce trièdre est liée simplement aux éléments les 
plus fondamentaux que nous avons rencontrés dans l’élude 
de la courbe ou de la surface. 

1° Déplacements a un paramètre. — Nous nous 
bornerons à étudier le cas particulier où le trièdre mobile 
est constamment le trièdre principal de la ligue décrite par 
son sommet, c'est-à-dire où ses arêtes sont respectivement la 
tangente, la normale principale et la binormale à cette 
courbe. Nous supposerons en outre que le temps est égal à 
l’abscisse curviligne du sommet M du trièdre. Les dérivées géométriques des 
vecteurs T, N, B, fournies par les formules de Frenet, expriment les différences 
géométriques 

rfM, rfM d 3 _ ' /M 

~dt dt ’ dt dl ’ dl dt ’ 

en appelant M t , M 2 , M, les points tels que 

MMj = T, MM 2 = N, 



MMj — B. 
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D’après le théorème fondamental sur les déplacements infinitésimaux d’une part, et 
les formules de Frenetde l’autre, nous avons donc 

ÛAT = o», 
ü A N = — pT — tB, 
ü A B = tN. 

La première et la dernière égalité montrent que Q est orthogonal à N, ou encore 
que l'on a 

ü — XT -f- ix B, 

en désignant par X et p. deux scalaires qu’on détermine en substituant cette valeur 
de ü dans la seconde égalité, ce qui donne 

(346) ü = — tTfpB. 


Ainsi, en direction, la rotation instantanée est dans le plan perpendiculaire à la 
normale principale. Ses projections sur la binomiale et sur la tangente sont égales, 
au signe près, à la courbure et à la torsion : comme nous l’avions annoncé, la rota- 
tion instantanée est donc liée aux propriétés les plus saillantes que nous avons ren- 
contrées dans l’étude infinitésimale de la courbe. 

2° Application a une courue d’une surface. — Considérons maintenant une 



courbe C, tracée sur une surface S, et cherchons la 
rotation instantanée d’un trièdre trireclangle, dont le 
sommet M décrit uniformément C, toujours suivant la 
loi s — t, les vecteurs unitaires de ses arêtes étant res- 
pectivement T, r, v, c’est-à-dire ceux de la tangente à C, 
de sa normale géodésique et de la normale à S. Adoptant 
en général les notations du n° 431, nous continuerons à 
désigner par N le vecteur unité de la normale principale 
à C en M, par B celui de la binormale, par 6 l’angle 

) v =N cosô -+- B sinO, 


r = N sinO — B cos 9. 


La rotation instantanée du trièdre considéré est la somme géométrique de celle 
du trièdre principal de G, et de la rotation du premier trièdre par rapport à ce trièdre 
principal, laquelle a pour expression 

T dO 
1 dis' 

Soit ü' la rotation totale. En tenant compte de la relation (346), nous aurons 

(347) Q' = (~ $ — x)th-pB=^ — t^T — pcosO T-f-psinO v, 

relation qui met en évidence la décomposition de û' suivant les vecteurs T, I\ v, 
c'est-à-dire suivant les arêtes du trièdre mobile. Au signe près, les composantes ainsi 
obtenues sont la torsion relative, la courbure normale et la courbure géodésique. 
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Ce résultat contient comme cas particulier la formule (14"), qui donne 


d v 

ds 


. En 


effet, d’après un théorème précédemment rappelé, on a 


rfv 

ds 


= ü' A v. 


En remplaçant dans le second membre Q' par l’expression qui précède, ou retrouve 
la formule (147). 

3° Déplacements a deux paramètres. — Soit une surface S, que nous armons 
d un champ de trièdres trirectangles directs. Chaque point M de S est le sommet 
d’un de ces trièdres, dont la troisième arête est normale à S. Considérons l’ensemble 
des mouvements dans lesquels un trièdre emprunte ses positions successives au 
champ précédent. L’étude de leurs caractères communs relève d’une théorie spéciale, 
celle du déplacement à deux paramètres, ainsi dénommée pour rappeler que deux 
degrés de liberté sont offerts au trièdre en mouvement. 

Nous nous bornerons ici à présenter quelques remarques très simples. Nous dési- 
gnerons par X, Y, v les vecteurs unités portés par les arêtes du trièdre du champ au 
point M. Supposons que, dans un mouvement de l’ensemble étudié, le sommet du 
trièdre passe en M, avec une vitesse bien déterminée MV, située d’après nos hypo- 
thèses, dans le plan tangent en M. Le poiut de départ de la théorie est le suivant : 

De la donnée de MV et du champ résultent les vitesses des points liés au 
trièdre ( , ). 

En effet, en donnant MV, on se donne par là même le déplacement infiniment 
petit </M, subi pendant le temps dt par le sommet du trièdre. Or au point M', tel que 
MM' =: (LM, notre trièdre occupe une position bien déterminée, donc les déplacements 
infinitésimaux des points liés à ce trièdre sont bien déterminés. 11 en est donc de 
même de leurs vitesses. Il s’ensuit qu’à chaque vitesse MV de M correspond une 
rotation instantanée Q bien déterminée. 

Soient et Q, les déterminations particulières de cette rotation instantanée, 
lorsqu’on attribue successivement au point M les vitesses MV t et MV. r D’après la 
règle de composition des transformations infinitésimales, à la vitesse 

MV = X 1 MV l H-X â MV, 


correspondra une rotation instantanée 

û = -+-XAV 

car pendant le temps dt, la vitesse MV (attribuée à M) entraîne pour chaque point P, 
lié au trièdre mobile, un déplacement infinitésimal 

rfP == rfM -b Q A MPrff = (MV -h ü A MP)df 


(t) Cet important résultat s’applique d’ailleurs (ainsi que le raisonnement fait ici pour 
le légitimer) au cas le plus général de la théorie du déplacement à deux paramètres, la 
troisième arête n’étant plus assujettie à être normale à la surface. 
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et puisqu'on a, en vertu de la règle de composition précédente, 

d P = X 1 rf 1 P + À ii rf 2 P, 


et, en particulier, 
il s'ensuit bien que 


dM = \d l M-i-\ i d i M, 

£2 Xj£2^ -t - 


(G. Q. F. D.) 


Cela posé, il est facile d’exprimer le vecteur Q en fonction du vecteur V; à cet 
effet, désignons par C la trajectoire de M sur S, la loi du mouvement de M sur G 
étant arbitraire. En chaque point M de C, considérons, à titre auxiliaire, le trièdre 
T, T, v et posons 


(348) 


(Cf) 


?• 


La rotation instantanée du trièdre X, Y, v est la somme géométrique de la rotation 
ds 

instantanée du trièdre T, F, v, et de la rotation relative du premier trièdre par 
rapport au second, soit — v . La rotation totale est donc 

Ü = [(S “ T ) T— pcos0 r + e sin0 v ] ai — v< ^?* 

,ds 


On a d’ailleurs 


V = T 


2T 


ds 


Si l'on suppose en particulier = 1, on a simplement 

V = T, 


'349) 


Û 


(^“ T ) T ~ pcos0 — ÿ ) v - 


Comme nous l’avons annoncé, à chaque direction de tangente correspond une valeur 
bien détermiuée pour ü, c’est-à-dire pour chacune des trois quantités 


dQ 

ds 


t, pcosQ, psinO- 


dm 

ds' 


Cette propriété nous était connue pour les deux premières quantités, d’après le 
calcul de , mais non pour la troisième : et ce résultat montre la fécondité de la 
nouvelle méthode. 

4° Application a la recherche d’une relation entre la courbure totale 
et la courbure géodésique. — Considérons l’intégrale 


£? s> 


sin 6 ds 



COMPLÉMENTS SUR LA THÉORIE DES SURFACES. TRIÈDRE MOBILE 


257 


étendue à un contour fermé et sans point double de la surface S. Nous suppose- 
rons essentiellement que ce contour est réductible par déformation continue à un 
point et qu’il n’existe pas à son intérieur de point singulier de S. 11 délimite alors 
une portion bien déterminée de la surface S, que nous désignerons précisément parla 
lettre S elle-même. Nous allons transformer l’intégrale curviligne qui précède en une 
intégrale double étendue à cette portion, et retrouver le résultat fondamental du n°203. 

A cet effet, opérons sur l’intégrale 




dont l’élément est le produit de ds par la composante normale de la rotation instan- 
tanée d’un trièdre, dont le sommet M se meut sur le contour limite G, suivant la loi 
s= t, ce trièdre empruntant ses positions à un champ, défini en chaque point de S, 
champ qui pourra être choisi ultérieurement de ma- 
nière à simplifier le calcul. Pour calculer psinO — ^ 

substituons à la surface S sa représentation sphérique, / jvi / 

armée d’un champ équipollent à celui primitivement Z' 

défini sur S. A chaque mouvement de M et du trièdre y'* 

attaché à ce point sur la surface S correspondent des 1 

mouvements bien déterminés sur la représentation T 

sphérique, et, pour évaluer la rotation instantanée, ^ — Ta 

on peut recourir indifféremment, soit au mouvement f . 

du trièdre de sommet M, soit au mouvement synchrone f [/T. • 

du trièdre de sommet m. Par l'intermédiaire de ce I / N ''î s 'N^ 

dernier, cherchons la composante normale de la rota- 1 / /O / ' • j 

tion, pour un choix favorable du champ X, Y, v. A \ f / / J 

la surface de la sphère, il est commode de choisir \( / . / 

deux points A et A' diamétralement opposés, d’orienter 

l’arête X perpendiculairement à AA', c’est-à-dire 

suivant la tangente à un parallèle, l’arête Y suivant la tangente au méridien. Carac- 
tér.sons le point m de la sphère par sa colatitude 

AO m = v 

et par sa longitude, c’est-à-dire par l’angle u du demi-plan AA'm avec un demi-pian 
origine. Lorsque le point M décrit, sur la surface S, l’arc ds, la colatitude et la lon- 
gitude de m varient respectivement de du et de dv , et cela, pendant un intervalle de 
temps ds. L’expression de la vitesse de m est ainsi 

_ _ . du , —dv 

V = Xsin v-j -f- Y-r • 


Or à la vitesse V t = X sin v correspond la rotation instantanée 

üj = — Y sin v -t- v cos v ; 


Boulioamd. — Géométrie vectorielle. 
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à la vitesse V 2 = Y correspond la rotation instantanée Q 2 = — X, donc, à la vitesse V 
correspond la rotation instantanée 

~dv , / v • , sdu 

il = — *^~ds ~ + ~ ' — * smc v C08ü ) • 


Ainsi la composante normale de il est cosr , et nous sommes ramenés au calcul 
de l’intégrale 


J ' cos vdu 


étendue au contour c de la portion de sphère qui correspond à S. 

Supposons (cette restriction n’est d’ailleurs que provisoire) que cette portion 
corresponde biunivoquement à S. 11 es! toujours possible de satisfaire à cette condi- 
tion lorsque l’aire initiale S est suflisaninient petite, pourvu que le jacobien de la 
correspondance garde un signe constant. Ce jacobien exprime, comme nous le savons, 
le rapport de deux aires inliniment petites qui se correspondent; il a donc ici pour 

valeur ^ = j— ^ , en appelant cfS un élément de l’aire initiale S et dn l'aire de 

l’élément qui lui correspond dans la représentation sphérique. Nous supposerons donc 
que dans l’aire initiale S la courbure totale garde un signe constant. 

Cela posé, à la petite aire initiale S, il correspond sur la sphère, biunivoquement, 
une petite aire <r, et l’on peut faire alternativement les deux suppositions suivantes: 

1° l’aire a ne contient à son intérieur ni le point A, ni le point A' ; 

2° elle contient l’un de ces points, par exemple le point A. 

Il est évident d’ailleurs que les deux hypothèses doivent mener à une même for- 
mule, puisque le choix de A est arbitraire. 11 est cependant intéressant de les exa- 
miner successivement. 

Dans le premier cas, la formule de Green peut être appliquée sans difficulté, car 
il est possible dans toute l’aire <r, d’isoler une détermination de la longitude u, con- 
stituant une fonction uniforme et continue du point m (*). On obtient 


cos refu 




sinrtfutfr : 




c’est-à-dire au signe près l’aire ® délimitée par le contour c. 

En même temps, après un tour accompli par m sure, l’angle <p s’est accru de 
(voir fig. 1). 

Nous retrouvons donc la formule 


(350) 




(t) A chaque point m correspond une colatitude u qui est comprise entre 0 et ir, et qui 
est une fonction continue et uniforme de m. 
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Cherchons maintenant ce qui arrive lorsque l’aire s entoure le point A. Pour 
appliquer correctement la formule de Green, on doit se placer dans des conditions 
telles qu’on puisse attribuer à chaque point m de l’aire <r des coordonnées u, v qui 
soient des fonctions continues et uniformes de la position de ce point. Or pour cela, 
nous devons isoler le point A par un petit cercle et pratiquer une coupure le long 
d’un méridien pour réunir la circonférence y de ce cercle au contour c, comme 
l’indique la ligure 2. Après celte précaution, nous pourrons nous permettre de 



traiter J'c os v du par la formule de Green, cette intégrale étant étendue au contour 

e, aux deux bords de la coupure parcourus en sens con- 
traires, et enfin au cercle y, parcouru en sens inverse 
de c. 

D'ailleurs, dans ce cas, après un tour accompli par 
m sur c, l'angle y est revenu à sa valeur primitive. On 
peut donc écrire, en désignant spécialement par c et y 
ces contours décrits dans le sens direct, 

I psinOc/s = f cos vdu — f cos v du — — / ldi, 

t- G ts C f a/ 

or, cette formule est indépendante du rayon du cercle y. 

Lorsque le point variable décrit ce cercle, cos v est 
aussi voisin qu’on veut de l’unité, tandis que u s’accroît 
de 2n. On retrouve donc bien la même formule que 
précédemment. 

Le raisonnement exposé ci-dessus est emprunté 
à M. Hadamard ( 1 ). Pour se débarrasser des restrictions 
qui ont été formulées dans le courant du raisonnement, 
on subdivisera l’aire initiale S de manière que chaque 
région partielle ait une courbure totale d’un signe 
constant et corresponde biunivoquement à sa représentation sphérique. Pour chaque 
subdivision, on aura alors 



j (p sinOt/x — 



en ajoutant les égalités analogues, on obtiendra le même théorème pour l’aire 
totale (■). Les seules conditions à retenir sont donc que c est une ligne fermée, sans 
point double et réductible à un point par une déformation continue. 

Il peut arriver que le contour c offre des points anguleux : on pourra alors le 
considérer comme la limite d'un contour à tangente variant continûment en arron- 
dissant les coins. Considérons l’intégrale de la courbure géodésique 


h 


sinO</s 


(1) Il s’inspire de l’enseignement donné par l’éminent géomètre à l’École Normale (HMO). 

(2) Cela tient à co que les deux membres sont des fonctions du premier degré du contour 
limite, au sens de M. Vollerra. 
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prise le long d’un de ces petits arcs de raccordement. Cet arc est aussi petit qu’on 
veut; il est situé dans une région très petite de la surface, dont la géométrie peut, 
avec une approximation arbitrairement grande, se ramener à celle du plan. La limite 
de cette intégrale, lorsque l’arc de raccordement tend vers zéro, est donc l'angle dont 
a tourné le vecteur T au point considéré [puisque p sin 6 peut être remplacé par le 

rayon de courbure au sens de la géométrie plane, de l’arc de raccordement]. 

Moyennant cette précaution, on pourra généraliser la formule précédente à des con- 
tours qui présentent des points anguleux. Des points anguleux s'introduisent d’ailleurs 
nécessairement, lorsqu’il y a lieu, pour établir la formule (350), de recourir à une 
subdivision de l’aire S en régions partielles. 

Comme application, envisageons un triangle géodésique A t A 2 A 3 , et soient A t , A 2 , A a 
ses angles intérieurs. Aux sommets de ce triangle, la tangente subit les rotations 
* — A t , 7t — Ajj, tc — A,. Puisque la courbure géodésique de chaque côté est nulle, 

l’intégrale j p sin 0 ds se réduit ici à 3* — (A t -+- A. 2 4-A,). D’ailleurs nous avons 

toujours ^*dcp = 2Tr, comme le montrerait le raisonnement consistant à arrondir les 
coins. Dans ces conditions, nous obtenons donc 

tc - (A, -h A 2 4- A 3 ) = ~J J jgj- » 

ou finalement 

(351) A t -4- A.j -f- A 3 ~ 7c -h Ç j' j-j jj • 

Prenons par exemple une sphère : la courbure totale est positive ; il s’ensuit que la 
somme des angles d’un triangle sphérique, ou, si l’on préfère, la somme des dièdres 
d’un trièdre, surpasse deux droits. 

5° Sur un exemple remarquable de liaison non uolonome fourni par la 
théorie du trièdre mobile. — On distingue en dynamique deux sortes de liai- 
sons, les liaisons holonomes qui s'expriment par des relations en termes finis entre 
les coordonnées du système (le mot coordonnée signifiant l’un des paramètres qui 
permettent de fixer la position du système) et les liaisons non holonomes, qui se tra- 
duisent par des relations aux différentielles totales, non complètement intégrables. 

La théorie du trièdre mobile conduit à un exemple remarquable de liaison non 
holonomc, que nous citerons à cause du rôle important qu'il joue dans la théorie 
moderne des surfaces. 

Soit une surface S. Si nous considérons un trièdre trirectangle dont le sommet 
M décrit celle surface, et dont la troisième arête lui reste constamment normale, ce 
trièdre possédera trois degrés de liberté ('). Nous allons soumettre ce trièdre à une 
nouvelle liaison, par la condition suivante : 

(1) Pour fixer la position de ce trièdre, on pourrait par exemple utiliser les deux coor- 
données curvilignes p de son sommet M sur la surface, ainsi que l’angle p, formé par la 
première arête X du trièdre d’un champ X, Y, v dont on aurait armé arbitrairement la 
surface, avec la première arête du trièdre à définir. 
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La projection de la rotation instantanée Q de ce trièdre sur la troisième 
arête est nulle. 

Si la surface considérée était un plan, le vecteur û coïnciderait constamment 
avec sa projection sur la troisième arête du trièdre. Dans ce cas particulier, la liaison 
que nous venons de considérer se laisserait exprimer en termes finis, et imposerait 
aux deux premières arêtes du trièdre variable des directions fixes. Les seuls mouve- 
ments acceptables pour ce trièdre seraient donc les translations qui conservent le 
plan donné. 

Mais, si la surface est choisie d’une manière absolument quelconque, la liaison 
précédente ne saurait être exprimée en termes finis. C’est là une conséquence de la 
théorie qui précède. 

En effet, d’après cette théorie, la composante normale de la rotation instantanée a 
pour valeur 

p sinO — 

Supposons un instant que l’équation obtenue en annulant celle quantité puisse s’in- 
tégrer en ternies finis, et conduise à une relation permettant d’exprimer » en chaque 
point de la surface (une certaine constante arbitraire ayant été fixée). Nous serions 
ainsi conduits à affirmer ce qui suit : en vertu de la liaison donnée, nous sommes 
ramenés à envisager un champ de trièdres attachés à la surface S, champ dont le 
trièdre est bien déterminé en chaque point de S; dans tout mouvement où les positions 
du trièdre mobile sont empruntées au champ, on aurait constamment 

p sinO — — 0. 



En particulier, en intégrant celte relation le long d’un contour fermé, on obtiendrait 
quel que soit ce contour (sous les seules réserves du § -4°) 



0 . 


Nous arrivons donc à ce résultat capital : 

Pour que la liaison puisse être ramenée â une équation en termes finis, il 
faut et il suffit que la surface soit à courbure totale nulle. 

Cette possibilité de réduction constatée pour le plan s’étend donc aux surfaces à 
courbure totale nulle. A cette occasion, nous pourrons faire la remarque suivante : 
toute surface isométrique à un plan est à courbure totale nulle, en vertu du caractère 
géodésique de la courbure totale (n° 134). Inversement, soit une surface à courbure 
totale nulle. Prenons comme lignes coordonnées toutes les géodésiques issues d’un 
point O de cette surface et leurs trajectoires orthogonales. Les coordonnées d’un 
point M seront la distance géodésique X = OM et l'angle g. de la géodésique OM avec 
une géodésique origine. D’après les résultats du n° 200, l’élément linéaire sera 
clX*-|-K*ffp.*, où K* est un infiniment petit équivalent à X*, quel que soit ji. La 


fonction K sera donc astreinte aux conditions 


> 2 K_ 
jX* ~ 


0, quel que soit X (n° 201) et 



2«2 
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K (0, p.) = 0, (0, p) = l. L'ensemble de ces conditions fournit K=:À, ce qui 

montre que l’élément linéaire obtenu pour la surface est précisément celui du plan 
en coordonnées polaires. Elle est donc bien isométrique à un plan. 

208 . Si la surface n’est pas à courbure totale nulle, et si l’on en isole une portion 
S simplement connexe par un contour fermé C, un trièdre dont le sommet fait un 
tour sur C, et qui dans son mouvement reste soumis à la liaison qui nous occupe, ne 
revient pas à sa position initiale. Proposons-nous d'évaluer l'angle dont il faut faire 
tourner, autour de la troisième arête, la position initiale du trièdre pour l’amener à 
coïncider avec la position finale. Rappelons à cet effet le résultat obtenu précédem- 
ment : en armant la surface d’un champ de trièdres X, Y, v, et en posant 



(où T est le vecteur unité de la tangente à la courbe C), nous avons établi que l’on a, 
pour le trièdre du champ, 



D autre part, désignons par Ç, v les vecteurs unités des arêtes du trièdre qui 
coïncide initialement avec le trièdre du champ, mais qui est soumis à la liaison 
étudiée. Posons 

C T = *. 


On a constamment, en vertu de la liaison, 


P 



0 


et par suite, la relation entre la courbure géodésique de C et sa courbure totale prend 
la forme 




(iS 

‘W 


A 


l'instant initial 


Ÿ — ^ est nul. Donc, après un tour, <p — ^ a pris la valeur 


Or 



d S 

R, iv 


ï-+=£ï4-t71=C£. 


Donc <p — <]/ exprime précisément la rotation finie éprouvée par le trièdre, soumis à 
la liaison, après un tour effectué par son sommet sur C. Celte rotation est précisé- 
ment mesurée par l’angle 


c c 


d s 
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Nous ne développerons pas davantage la théorie du Irièdre mobile. Les indications 
précédentes nous suffiront amplement pour relier au point de vue métrique externe 
certaines notions de la théorie des surfaces, qui seront présentées par la suite d'une 
manière autonome, c est-à-dire rattachées à la considération exclusive de l'élément 
linéaire. C’est ce point de vue qui nous occupera maintenant d'une manière prédo- 
minante. 

209. Géométrie d’une surface. Théorie du déplacement 
parallèle. — Lorsque nous avons développé la théorie des surfaces, nous nous 
sommes placés au point de vue métrique externe, c'est-à-dire que nous avons raisonné 
sur une surface plongée dans un espace euclidien à trois dimensions. Cependant, au 
cours de celle étude, nous avons remarqué qu'il existe dos propriétés liées d’une 
manière exclusive à l’élément linéaire, ce sont les propriétés géodésiques (n° 1 20). 
Parmi les notions fondamentales entre lesquelles s'exercent ces propriétés, nous 
avons rencontré les suivantes : 

1° la longueur d'une courbe tracée sur la surface; 

2° l’aire d’une portion de cette surface; 

3° l’angle de deux courbes en un point de la surface; 

4° la courbure géodésique d'une ligne de la surface en chaque point; 

5° la courbure totale de la surface en chaque point. 

Mais le plus souvent, les démonstrations que nous avons utilisées ont emprunté 
des éléments à l'espace euclidien où la surface est plongée. Est-il possible d'éliminer 
ces éléments, qui peuvent sembler, à juste titre, étrangers à la question, ou, si l’on 
préfère, de constituer une géométrie autonome de la surface? Nous allons montrer 
qu’il en est bien ainsi. 

Dans ce but, nous aurons à suivre une marche parallèle à celle qui, dans la 
première partie de ces leçons, nous a permis d'isoler la géométrie linéaire et d'en 
donner une construction logique. Nous avons encore à poser des concepts fondamen- 
taux et à éilicter une réglementation par postulats : les propositions que nous avons 
en vue découleront ensuite de ces prémisses par voie purement déductive- 

Nous emprunterons encore les idées essentielles de celte construction à 
M. H. Weyl, qui les a magistralement exposées dans son volume Kspar.e, temps, 
matière (‘). Il est bien entendu que nous nous plaçons exclusivement dans le 
domaine abstrait, que nous séparons chaque notion géométrique de la figuration que 
notre esprit est tenté d’y lier, sous l’influence de notre conception visuelle de la 
géométrie ordinaire. Voici alors une esquisse de la construction annoncée. 

210 . Premier groupe de concepts et de postulats : le continu étudié, ses 
points , ses vecteurs. — Appelons point tout système de valeurs )> et g. Puisqu’il 
faut, par définition, deux nombres pour fixer un point, nous dirons que l'ensemble 

(t) Chap. ii, voir principalement les § 11, 13 et suivants. Tout ré-comment, M. K. Cartan 
a apporté aux conceptions de M. II. Weyl d’importants compléments dans dos notes aux 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences de février ü juillet I 922. Voir le développement de 
ces notes dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1923, 1924 et dans les Annales 
de VÉcole Normale supérieure, 1924. 
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de tous les points ( l'espace ) est un continu à deux dimension s. Les nombres X, p, 
qui permettent de déterminer la position d’un point, s'appellent les coordonnées de 
ce point. 

On peut concevoir une infinité de systèmes de coordonnées. On passe d’un pre- 
mier système à un autre, absolument quelconque, en posant 


(352) 


X t — /"(X, p), 


: 0(*> P-)» 


f et y étant deux fonctions qui, au moins pour toutes les valeurs utiles de X, p, 
seront supposées admettre des dérivées continues du premier ordre, donnant nais- 


sance à un déterminant fonctionnel 

D(X, p.) 

conditions, les équations 
(353) d\ = f x d\ 


^X ^p 


? H-i 
."'p ^X 


non nul. Dans ces 


fftp, d[L l = g' x d\ -h g.'flp. 


permettront de tirer dX et dp en fonction de dX t et de dp,. 

Pour interpréter ces équations, considérons le point M de notre continu qui, 
dans le premier système, a pour coordonnées X et p; le point M\ qui, dans ce même 
système, a pour coordonnées X-t-dX, p-hdp. Posant un nouveau concept fonda- 
mental, nous dirons que chaque couple de points infiniment voisins détermine un 
vecteur infinitésimal. Nous représenterons ce vecteur par dM. Nous énoncerons en 
outre le postulat suivant : 

Deux vecteurs dM particuliers, tels que d'M et d" M, et deux scalaires parti- 
culiers , tels que a et a", déterminent univoquement un vecteur, qu'on représente 
par la notation a'd'M -p a"d''M, et qui satisfait aux conditions suivantes : si d ' M 
correspond aux accroissements infinitésimaux d'X, d'p, et si d " M correspond aux 
accroissements infinitésimaux d"X, d" p, le vecteur précédent correspond aux 
accroissements a' d'X -f- a" d"X et <x d ' p -h a" d"p. 

Les équations (353) peuvent alors être interprétées comme il suit : 

Le mode de composition linéaire entre vecteurs infinitésimaux , qui vient 
d’être envisagé, a un sens indépendant du système de coordonnées adopté. 

Nous venons de définir la multiplication d’un vecteur infiniment petit dM par un 
scalaire a. Une généralisation bien naturelle nous amène alors à poser le concept de 
vecteur fini en un point de la multiplicité. Supposons que X et p soient fonctions 
d’un paramètre t : à chaque valeur de t correspond une position du point M. 
Quand t subit un accroissement infinitésimal dt, le point M subit un déplacement qui 
correspond au vecteur infinitésimal dM. Nous conviendrons alors que chaque vec- 
teur dM détermine une direction au point M, et que est un vecteur fini, lié au 


point M, et possédant cette direction. 

Moyennant cela, nous pouvons attribuer un sens précis aux locutions suivantes : 


les vecteurs 


?M ?M 


?X 


. Si X seul prend l’accroissement infinitésimal dX, le point M se 

<’P 
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déplacera d’un vecteur infinitésimal cf'M = y^-cfX. Si p seul prend l'accroissement 

infinitésimal dp., le point M se déplacera d’un vecteur infinitésimal =^dp.. 

D’après ce que nous avons dit sur la composition des vecteurs infinitésimaux, 
lorsque X et p prendront simultanément les accroissements dX et dp, le point M se 
déplacera d’un vecteur infinitésimal 


dM = d'M 


.d"M= — dX-4-— dp. 

.''A i'' p r 


Par ce premier groupe de concepts et de postulats, nous posons en principe que 
la géométrie linéaire est localement valable. Si l’on adopte un certain système de 
coordonnées X, p, on pourra prendre comme vecteurs fondamentaux en un point M 

les vecteurs ^ et . Les quantités dX, dp seront alors les composantes contre- 

u À o IX 

4 

variantes du vecteur infinitésimal dM (’). 

Grûce aux définitions précédentes, nous pouvons maintenant concevoir, sur la 
multiplicité étudiée : 

1° un champ scalaire (ou fonction de point) défini d’une manière indépendante 
du système de coordonnées adopté ; 

2° un champ vectoriel, doué du même caractère. 

Si l’on a recours à un système particulier de coordonnées, un champ scalaire 
s’exprimera au moyen d’une fonction de X, p donnant la valeur du champ en chaque 
point; un champ vectoriel sera déterminé si l'on donne en chaque point ses compo- 
santes contrevariantes. 

211 . Second groupe de concepts et de postulats : le déplacement parallèle. 
— Nous venons de définir les vecteurs d’une surface en un point, ainsi que la com- 
position linéaire de ces vecteurs. Mais celte élude exclusive, faite en un point, est 
insuffisante pour construire la géométrie de la surface. Pour analyser les propriétés 
infinitésimales de celle-ci, il y a lieu de préciser les relations qu’on peut établir entre 
l’ensemble des vecteurs de la surface en un point M et l’ensemble de ses vecteurs en 
un autre point M'. Nous supposerons à cet cITel que les points M et M' sont infini- 
ment voisins. Concevons une correspondance linéaire entre l’ensemble des vecteurs 
en M et l’ensemble des vecteurs en M', qui se réduise à la transformation iden- 
tique lorsque M' vient se confondre avec M. Elle sera définie par des équations de 
la forme 


( 354 ) 


dh = (/rfX -+• mi/p)/i -f- (pd/. H- qdp)k, 
dk (/ d a -f- ni d p) h — t- ( p d a — f— q d p)/<*, 


(1) 11 est à peine nécessaire de faire remarquer que les notions qui jouent, dans la 
construction abstraite exposée ci-dessus, le rôio des concepts primordiaux, se sont pré- 
sentées naturellement daus l’étude que nous avons faite d’une surface, supposée plongée 
dans l’espace ordinaire : ainsi, la notion do vecteur Uni, eu un point M d’une surface, n est 
pas différente au fond de celle de vecteur tangent, en géométrie classique. 
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en appelant h, h les composantes contrevariantes d’un vecteur en M [le système fon- 
damental étant formé des vecteurs — 1, h-+-dh , k-\-dk celles d’un vecteur 

.'uj 


en M' [le système fondamental étant déterminé en ce point suivant la même loi 
qu’en M], 

Si hardi que cela puisse paraître, en remarquant seulement que cela n’implique 
aucune incompatibilité logique avec ce qui précède, nous dirons que la transforma- 
tion précédente est un déplacement parallèle , si au point M intéressé, il est possible 
d’annuler les huit fonctions l , m, p, q> l\ m ' , p\ q' par un choix convenable de la 
représentation paramétrique. Nous allons établir la condition nécessaire et suffisante 
pour que cette annulation puisse s’obtenir : elle consiste dans la symétrie des deux 
expressions dh et dk [qui sont des formes bilinéaires en dl et d’une pari, h et k 
d’autre part] par rapport aux deux vecteurs (d\, dp) et (h, k), symétrie qui se tra- 
duit par 


m — p , m = p . 


Kn effet, prenons un nouveau mode de représentation paramétrique et posons 


A — T'CV t*l)’ |X — (Al). 

Nous aurons les formules de transformation suivantes : 


(355) 


(3»G) 


\ 

I k: 

!> / 1 N UL 1 

V 1 1 ri 

Nous voulons qu’avec celte nouvelle représentation, on ait, pour le point M, 

dh l = 0, dk v = 0. 

Or, en différentiant dans celte hypothèse les formules (356), on obtient 

dh~ < ^y i h l dl l -+-^~ -(/ijCfiXj-t- k\d\) H- ‘— i k i d\L ,, 

V i,u ) ' S 2 ti 

dk = --?h,d\ + H- M*() + 


Ces formules doivent être identiques à celles qu’on déduit des formules initiales (3o4), 
lorsqu’on y remplace / iXet djx, h et k, par leurs valeurs respectives (333) et (356). 
Sans pousser le calcul, on peut remarquer que les seconds membres des relations 
(357) sont bien des fonçlions symétriques des deux vecteurs indiqués dans l'énoncé 
précédent. La condition est donc nécessaire. 
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Elle est suffisante, car si elle est remplie, on peut toujours Irouver deux fone 
tions 9 (a,, p-,), 4 1 P-i) telles qu'ou ait, au point M, 


•'? . 


1. 

0, 


‘15 

.■'u. 


.''IA, 


o. 

: 1 , 



.■'-Ci 

' 1')) - <1 1 

— 


i 

-x «< 

— — m — p 

Y» 



-r- 1 — = w » = p , 

* A i‘ ! x i 

' ■'t' _ 

r 

1 

•Y? 

: 7 


dès lors ou peut passer des formules (35 î) aux formules (357), il en résulte Lien que 
l’on a dh t = dl », = (). 

En résumé, ayant adopté sur la mulliplieité étudiée un certain mode de représen- 
tation paramétrique, nous y définirons le déplacement parallèle infinitésimal par des 
formules du type 


^ dh = Ikdl -f- p(hdy.-\ kdl)-\- qkd\x, 

\ dk— l'hdl - 4 - p* ( hd a -t- kd X) - 1 g'kd p., 


en désignant par /, p, g, /', p', g six fonetious Lien déterminées de X, p.. Nous les 
appellerons en aLrégé les six caractéristiques d'un déplacement parallèle infinité- 
simal. Si l’on n’impose d’autre condition, ces six fonctions sont entièrement arbi- 
traires. 11 en est tout autrement lorsqu'on fait appel à des concepts métriques. Avant 
de passer à cet ordre d’idées, remarquons qu’un déplacement parallèle fini s'obtient 
en intégrant, le long d’une courLc de la multiplicité, un déplacement parallèle infini- 
tésimal. En l’aLsence de conditions spéciales imposées aux fonctions /, p , g, i , //, g , 
le résultat d’un déplacement parallèle fini, depuis une position initiale M jusqu’à une 
position finale N, dépendra essentiellement du chemin qui sera suivi pour aller du 
premier de ces points au second. Ce résultat sera en elTel fourni par l'intégration 
des équations (358) qui forment un système aux différentielles totales; ce système ne 
peut être complètement intégrable qu’à titre exceptionnel. Nous indiquerons plus 
loin une application concrète de cette idée. 

212 . Troisième groupe de concepts et df. postulats. — On peut introduire 
une première notion : celle du rapport des longueurs de deux vecteurs infinitési- 
maux liés à un même point M de la multiplicité. Soient les vecteurs ayant pour 
composantes contrevariantes dl, dg. pour l’un, BX, on. pour l’autre. Nous admettrons 
que la géométrie euclidienne est valable localement : d’après ce que nous avons vu 
(II), cette hypothèse est équivalente à la suivante : 

Le rapport de la longueur du vecteur (dl, dp.) à celle du vecteur (BX, Bp.) est une 
forme quadratique du premier vecteur définie et positive, qui se réduit à l’unité 
lorsqu’on fait simultanément 

dl B X , </ a B ji ; 
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ce rapport a donc une expression de la forme 

E<iX 2 -4-2FciXcf|A-i- Grfp. 2 

E3X 2 4-2F3X3p.-t- G3p. 2 ’ 

On est ainsi conduit à faire jouer, dans la géométrie de la surface, un rôle essentiel 
à une forme quadratique, définie et positive, dans l’expression de laquelle subsiste 
un facteur positif arbitraire p, soit 

p(EdX 2 -h 2FcfXd[A-h Gcfp. 2 ). 

Par définition, cette forme exprime le carré de la longueur d'un vecteur infinité- 
simal, lié à M, et ayant pour composantes contrevarianles tfX, dg.. Le carré de la 
longueur d’un vecteur fini, de composantes contrevarianles h, k et de même origine, 
serait pareillement 

(359) ‘i = p (EA 2 2FM -f- Gk 2 ). 

Bien entendu, le coefficient p est déterminé par le choix en M de l’étalon de longueur. 

Pour aller plus loin, il reste à coordonner la mesure des longueurs en deux points 
distincts M et M'. Supposons que ces points soient infiniment voisins. Gomment 
devons-nous formuler la définition de cette nouvelle notion : égalité d'un vecteur 
e«M et dun vecteur en M'? 

On peut adopter ici deux attitudes bien différentes : 

1° On peut postuler que l’étalon de longueur est susceptible dêtre transporté 
d'un point à l'autre de la surface , sans qu'il en résulte d' altération pour cet 
étalon. Dans ces conditions, la locution : choisir le même étalon en tous les points 
a un sens bien défini. On est amené à définir le carré de la longueur d’un vecteur 
infinitésimal par la formule 

(300) rfi\l 2 = E^X 2 4-2FrfXrfpH-G</ [ x 2 . 

C’est le point de vue de Riemann, qui nous occupera le plus souvent. 

2° On peut au contraire postuler (cela n’implique aucune contradiction logique) 
qu’en transportant l’étalon d’un circuit fermé, la longueur de celui-ci s’est modifiée 
lorsqu’on retombe au point de départ. La locution choisir le même étalon en tous 
les points cesse alors d’avoir uu sens, puisque le transport de l’étalon d’un point 
particulier à un point quelconque dépend essentiellement du chemin suivi pour 
atteindre ce second point. Il faut donc supposer qu’on a établi, aux divers points de la 
multiplicité, un étalonnage suivant une loi arbitraire, que nous astreindrons seule- 
ment à des conditions de continuité et de dérivabilité. Cet étalonnage une fois choisi, la 
valeur de p en chaque point sera bien déterminée, et en changeant seulement la 
signification de E, F, G, on pourra encore faire p = 1. 

Il faut maintenant définir ce que nous appellerons déplacement infinitésimal deM 
en M'. Soit i£ le nombre qui mesure le carré de la longueur d’un vecteur en M. 
Pour définir un vecteur égal en M', il suffit de fixer la valeur ‘i-i- d£ du nombre qui 
mesure le carré de la longueur de ce vecteur : d$ n’est pas nul en général, parce que 
l’étalon en M' diffère (infiniment peu) de l’étalon en M. Nous remarquerons que le 
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rapport -j- doit être le même pour tous les vecteurs liés à M. Donc, pour définir 
l'égalité d’un vecteur en M et d’un vecteur en M', nous serons amenés à poser 

d { î 

-j-= p., rfX, (/a), 


<I> étant une fonction donnée, homogène et du premier degré, des deux différentielles 
rfX, rfp,. Nous particulariserons la forme de cette fonction en faisant appel à ce 
nouveau postulat : 

On peut toujours choisir /’ étalonnage de manière à annuler la fonction «P au 
point M (et en ce point seulement) quels que soient dX, rfjx, et ainsi pour chaque 
point M. 

Si l’on change l’étalonnage, £ se change en aîi’,, a désignant une fonction posi- 
tive du point M. Nous aurons 

d ( £_dr di\ 

ip 1 1 (4> * 


On peut, d’après le postulat précédent, choisir la fonction a de manière que Ton ait 
d£ l — 0, pour le point M. Pour les valeurs des paramètres X, tx qui caractérisent le 
point M, nous aurons donc 


<Ï>(X, jx, dl, du.) — 



Et ainsi pour chaque point M. L’expression <I> devra donc être linéaire en rfX et 
f/jx (puisqu’elle possède cette propriété pour chaque système particulier de valeurs X, 
jx). Nous serons donc conduits à poser en définitive 

fl <£ 

(361) £ — 9 (X, u.)d \ -+- 6(X, [j.)d jx, 


9 et désignant deux fonctions données de X et de tx. Inversement, une telle 
d c £ 

expression de - 4 - est toujours compalildeavec le postulat précédent, car pour chaque 

«-V 


système particulier de valeurs X, jx, on peut toujours trouver une fonction a du 
point M dont la différentielle logarithmique se réduise au second membre de (301). 

En général, ce second membre n’est pas une différentielle totale : supposons 
cependant qu’à titre exceptionnel celte circonstance se présente. Quels que 

dx 

soient X, [x, ce second membre pourra être mis sous la forme En changeant 
l’étalonnage de manière à avoir 

£ = aT,, 


légalité de deux vecteurs en M et M' s’exprimera par 

rf'ij = 0 ou T, — const. 

On retombe donc sur le cas où il est possible de choisir le même étalon en tous les 
points. Autrement dit, on retrouve le point de vue de Riemann. 
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En résumé, le premier des points de vue précédents est un cas particulier du 
second. Celui-ci a fourni à M. Weyl la base d’une géométrie nouvelle, où toutes les 
relations métriques sont rattachées à deux formes différentielles, à savoir la forme 
(juadra tique 

Edl i -\-2Vdldu.-hGd [ x\ 

et la forme linéaire 

Zi d'h -f- vl/ d[J., 

d<£ 

qui donne la valeur de 

213. Détermination des six fonctions caractéristiques par les postulats 
métriques. — M. Weyl a mis en lumière un résultat d’une importance capitale : 

Dans sa géométrie , comme dans celle de /liemann, les six fonctions caracté- 
ristiques sont complètement déterminées , grâce aux conditions métriques. 

En effet, les six fonctions dont il s'agit ont pour but de définir un déplacement 
parallèle infinitésimal. A partir de l’instant où l'on a fait intervenir des notions 
métriques, il devient naturel de soumettre cette transformation à la condition sui- 
vante : elle conserve les longueurs. En exprimant la condition impliquée par ce 
nouveau postulat, on trouve sans difficulté les six fonctions caractéristiques cherchées. 

Soit un vecteur de composantes contrevariantes h , A. Après un déplacement 
parallèle infinitésimal, de M en M', ses composantes sont devenues h-+-dh, k-pdk, 
dh et dlc étant donnés par les formules 

, >c ( dh ~[lh- f- pk)d l - ( p h -f- qk)dp^ 

' M ( dk = (/'A p'k) dl -f- (//// -h q'k)dp. 

D’autre part, le nombre qui mesure le carré delà longueur du vecteur (h, k) est 
donné par 

(363) :£ = K/t- -h 2 FA A - 1 - GA* 


el, après le déplacement parallèle, sa longueur est restée la même. Donc le nombre 
qui mesure le carré de sa longueur est -f- d.i, l’accroissement d { £ satisfaisant à la 
condition 

( 364 ) ^ = Z, d\- 4-4/ il ;x . 

d£ 

Or, nous pouvons obtenir une autre expression de ^ en différenliant l’équa- 
tion (363) et en remplaçant dans le résultat obtenu dh et dk parleurs valeurs (362) : 
d'£ 

-ï- se présentera ainsi comme une forme linéaire en dl, dp, dont les coefficients 
seront respectivement 


.VE,, a ?F,. 

- v /<-4-2- r A/c+ . k- 
ïl ïl r* a 


2(EA h- FA) ( Ih f- pk) -f- 2 (FA -f- GA) {ih -4- p'k) 

~fJi‘TWhFTG/d 


--A-’-*- 2— AA H-*'' G A 5 

^ U LL (X 


2(EA -f- FA) {ph -h qk) 
~ÉF +îïhr-TÏÏi r ~ 


2(FA + GA) {p'h -+■ q'k) 


et 



GÉOMÉTRIE D'UNE SURFACE. DÉPLACEMENT PARALLÈLE 


271 


quels que soient h et k, ces coefficients devront égaler respectivement et^. Chacune 
de ces identifications nous fournira trois équations, qui seront du premier degré par 
rapport aux six fonctions caractéristiques. Le système total des six équations ainsi 
obtenues détermine en définitive ces six fonctions. 

214 . Dans ce qui va suivre, nous nous placerons uniquement au point de vue de 
Kiemann. Nous supposerons donc que l'on a 


(365) <p = Ü, 'l = 0 . 

Nos six équations seront alors les suivantes : 


(366) 


[ ïîf 


-h Fl' 

=0, 

•4« 

4-Ep 

-4 Gi 4 - F p' 

= 0 , 

] IdG 

H- F/J 

4- G// 

= 0, 

J 2dX 

\ IjE 

-4- E/j 

4 F/J 


i 

= <>, 

/ ?F 

4- F p 4 - K y 

-4 G // 4 

iy = 0 , 

! IdG 
\ 2 Dp. 

-4 Fq 

4- 

G 7 '— 0 . 


On peut leur substituer un système équivalent 


(367) 


El 4- El' 

El 4- Gï = 


__ 1 MS 
2M ’ 
1 ?E M’ 

2 c u. ?l y 




F p -h Gp’ 


t çG 

2 da’ 


„ . , , IdG dF 

En -H \q = — , 

1 1 2 Dp. Dp. 

„ , i dG 


d’où l’on tire immédiatement les valeurs de l, i , p, //, 7,7 - les deux premières 
équations donnent en effet Z, l', les deux suivantes /j, p\ les deux dernières 7, 7 . Le 
calcul de résolution s'effectue régulièrement pour chacun de ces systèmes partiels, 
car pour chacun d’eux le déterminant des coefficients est la quantité positive EG f " • 
Il n’est d’ailleurs pas utile d’opérer cette résolution. Multiplions respectivement les 
équations (362) par E et F et ajoutons. Il vient, en vertu des relations précédentes, 


(368) E dh -+-Fdk =: — ~ hd X — | ~(4*rfX h- Wjt) -t- (| kd V~ 
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En multipliant de même les équations (362) par F et G et ajoutant, il vient 

(369) Uk + Gdk = (* fjj _ MX _ | g(MX + Mu) - i ^ 

Le problème du déplacement parallèle est donc entièrement résolu sur une 
multiplicité à deux dimensions, lorsqu’on adopte le point de vue de Riemann. 
Tablant sur ce résultat, nous pourrions retrouver les propriétés géodésiques les plus 
importantes que nous avons rencontrées dans la théorie des surfaces. 

Il est à la fois plus rapide et plus instructif de montrer comment on peut lier 
mutuellement le point de vue qui précède et le point de vue métrique externe, afin 
de profiter des résultats acquis dans cet ordre d’idées. 

215. Interprétation du déplacement parallèle en géométrie ordinaire. 
— Nous venons d'étudier, d’une manière indépendante, la géométrie d’une surface 
dont on donne l’élément linéaire 


E<iX 2 + 2F dXd\L 4- G dp. 2 . 


Tout au moins avons-nous précisé pour cette surface le sens de l’opération : dépla- 
cement parallèle infinitésimal. Or, au n° 123, nous avons reconnu qu’on peut 
tracer, dans un espace euclidien à trois dimensions, une infinité de surfaces admettant 
l’élément linéaire précédent. Cherchons ce que sera, à ce point de vue, un déplace- 
ment parallèle. Il nous faut recourir aux formules (368) et (369), qui définissent cette 
transformation, ainsi qu’aux relations qui existent entre les coefficients E, F, G de 


l’élément linéaire et les dérivées géométriques successives 



dM 


M désignant 


un point de l’espace euclidien tridimensionnel astreint à décrire l’une des surfaces 
admettant l’élément linéaire donné. Or les relations (127) nous permettent d’écrire 
les formules (368) et (369) sous la forme 


Edh 4- Vdk 4- ~~ . hd\ 

À ^ À 


dM 

DX 

dM 


F dh 4- Gdk 4 - M . ‘ï? M* -» , 

D |A M* Dp. 


^-^(kdl 4- hdit.) 4- 

4 - hd\f.) 4 - 


dM d_H1 

DX ' Dp . 2 

dM d 2 M 

Dp. ’ Dp . 2 


kd p. = O, 
kd p. = 0, 


ou encore 


Edh 4 - Vdk 4 - J 4 - kd 

Vdh 4- Gdk 4- ~ . [hd 4- kd (~ )] 
ou, en tenant compte de la signification de E, F, G, 


(S)]-' 


0 , 


*(«-,- F*) = *»£.*(ïg) 

«F* + «)=*$ .rf@£) 




GÉOMÉTRIE D’UNE SURFACE. DÉPLACEMENT PARALLÈLE *73 

les premiers membres sont précisément les différentielles des composantes covariantes 
du vecteur V, vecteur qui peut s’écrire 


V = ^y-M— • 

DA Dul 


On peut donc mettre les deux relations précédentes sous la forme 

H T - ar )= v .<«(&). 

!< y - r "= T -0 

on en déduit les relations équivalentes 


( dV '57 = °' 

dont l’ensemble exprime le fait suivant : 

En géométrie ordinaire, pour qu'un vecteur qui demeure tangent à une surface 
subisse un déplacement parallèle , il faut et il suffit que sa dérivée géométrique 
soit normale à la surface. 

Cet énoncé peut être transformé de la manière suivante : traçons dans le plan 
tangent en M une figure invariablement liée au vecteur V (dont la longueur est 
constante par hypothèse), supposons par exemple que celte figure soit constituée 
par le vecteur MV lui-même et par un vecteur MW de longueur invariable, l’angle 
de MV et de MW étant égal à un droit. Appelons toujours v le vecteur unité de la 
normale en M. La figure MV, MW, Mv est un trièdre trirectangle : par hypothèse la 
différence géométrique entre la vitesse du point V et la vitesse du point M (dérivée 
géométrique de MV) est colinéaire au vecteur v. Or cette différence géométrique est 
égale au produit vectoriel Q A MV, en désignant par Ü la rotation instantanée du 
trièdre précédent. Donc 12 doit être perpendiculaire à v, et réciproquement, s’il en 
est ainsi, la dérivée géométrique de MV sera bien portée par la normale en M : le 
vecteur MV et tous les vecteurs d’origine M qui lui sont invariablement liés dans 
le plan tangent subiront donc bien un déplacement parallèle, (*). 

En résumé, la liaison à laquelle il faut astreindre un trièdre trirectangle dont le 
sommet décrit une surface, dont la troisième arête reste normale à cette surface, 
pour que les deux premières arêtes de ce trièdre subissent un déplacement parallèle 
n’est autre que la liaison non holonome que nous avons citée dans le paragraphe 5* 
du n° 207. 

216 . Définition autonome de la courbure géodésique et de la courbure 



(1) Il est bien entendu que cette locution possède ici un sens bien différent de celle qu’on 
lui donne dans les éléments de la géométrie ordinaire. Si dans une rédaction la nécessité 
d’une distinction s’imposait, on pourrait adopter, en se plaçant au point de vue précédent, 
la terminologie : déplacement parallèle relatif. 


Bouligand. — Géométrie vectorielle. 


18 
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totale. — Les remarques précédentes nous dispensent de reprendre entièrement les 
développements qui seraient nécessaires pour exposer, en utilisant uniquement 
l’élément linéaire, la théorie de la courbure géodésique et de la courbure totale. 

Conservons le point de vue de Riemann, et considérons, en chaque point M d’une 
courbe C qui appartient à la multiplicité étudiée, le vecteur unité MT de la tangente 
à cette courbe. Soit M 0 T 0 celui qui correspond à une position particulière M 0 . Impri- 
mons à un vecteur de la surface, au sens du n° 214, un déplacement parallèle à 
partir de la position initiale M 0 T 0 , en astreignant son origine M à décrire la courbe C. 
Soit MS une position de ce vecteur; en général MS ne coïncide pas avec MT, 


l’angle SMT est une fonction a de l’abscisse curviligne s = M 0 M. La courbure géodé- 

doc 

sique en M n’est autre que la quantité ; dans une construction autonome, ce 

serait là sa définition même. Mais il est essentiel de montrer qu’elle concorde avec la 
définition donnée au point de vue métrique externe. 11 suffit à cet effet de se reporter 
au paragraphe 2° du n° 207. Le vecteur unité V de la normale géodésique à C est un 
vecteur de la multiplicité. Si nous plongeons cette multiplicité dans un espace 
ordinaire, et si v y représente le vecteur normal en M, le trièdre MS, MA, Mv (MA 
désigne la perpendiculaire à MS dans le plan tangent) possédera une rotation instan- 
tanée située dans le plan MSA, puisque MS subit un déplacement parallèle. Donc, 
pour le trièdre MT, MF, Mv, la composante suivant Mv de la rotation instantanée 
d„ 

sera Or, d’après la formule (347), obtenue au 2" paragraphe du n° 207, cette 

composante est aussi égale à la courbure géodésique. 

Ainsi que nous l'avons fait remarquer au n° 211, le déplacement parallèle d’un 
vecteur ne présente pas en général les caractères de l’intégrabilité complète : eu 
transportant un vecteur parallèlement à lui-même et en faisant décrire à l’origine de 
ce vecteur un circuit fermé, la position finale occupée par le vecteur diffère en 
général de sa position initiale. Nous avons obtenu d’ailleurs au n° 208 le résultat 
suivant : 

Si deux arêtes d’un trièdre trirectangle demeurent tangentes à la multiplicité 
(supposée plongée dans un espace ordinaire) et subissent un déplacement parallèle, 
après un tour effectué sur G par le sommet M de ce trièdre, l’angle de la rotation finie 
(autour de la normale), qui ramènerait la position initiale du trièdre en coïncidence 
avec sa position finale, est 

d S 

RJV 


SI , 


Cette rotation étant susceptible d’une définition autonome, on aura là un moyen de 
définir, indépendamment du point de vue métrique externe, la courbure totale de la 
multiplicité, ou, comme on dit aussi, la courbure attachée à la forme quadratique 

EdX 2 h- 2FdXdix -f- Gdfi 2 . 

Après avoir établi la possibilité d'instituer une géométrie autonome des multipli- 
cités à deux dimensions, géométrie dont on conçoit immédiatement la généralisation à 
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des multiplicités à un nombre quelconque de dimensions, nous allons étendre aux 
multiplicités de Riemann à deux dimensions les points les plus essentiels de la 
théorie des champs scalaires et des champs vectoriels. 

217. Champs scalaire» et champs vectoriels. — Dans ce qui va 
suivre, on pourra adopter indifféremment deux points de vue, soit qu'on envisage les 
vecteurs d’une multiplicité de Riemann à deux dimensions, définie par son élément 
linéaire, soit qu’on considère une surface de l'espace ordinaire admettant cet élément 
linéaire et qu’on raisonne sur des vecteurs tangents à cette surface. Grâce aux expli- 
cations que nous avons données, il n'y aura désormais entre ces poinls de vue qu’une 
différence de mots. Il suffira d’une théorie unique, dont les résultats se formuleront 
dans un langage conforme à l’ordre d’idées que l’on aura adopté. 

Nous avons déjà indiqué les méthodes employées pour fixer, en un point d’une 
surface définie paramétriquement, un vecteur du plan tangent : on détermine ce 
vecteur, ou bien par ses composantes contre variantes h, k en posant 


dM 

Sx" 


?M 

.'a 


1 


ou bien par ses composantes covariantes a et t, définies par 


(371) 



T — V . 


; )M 


On passe des unes aux autres par les relations 


(372) 


{ <7=Eh + Vk, 
I t = FA G k. 


Cela posé, considérons d’abord sur une surface S, un certain champ scalaire, ou, 
si l’on préfère, une fonction de point cp (M). La notion de dérivée d’une telle fonction 
suivant une direction tangente à la surface S se généralise immédiatement et il n’y a 
pas besoin d’insister. 

Considérons les dérivées de cp (M) dans toutes les directions tangentes en M à S 
(ou, si l'on adopte l’autre point de vue, dans toutes les directions de la multiplicité au 
point M). Toutes ces dérivées dépendent encore d’un vecteur unique, que nous conti- 
nuerons à appeler le gradient de la fonction cp au point M. 

Pour définir ce vecteur, faisons d’abord remarquer qu’on peut exprimer le produit 
scalaire de deux vecteurs tangents à S en un même point à l’aide de l’élément linéaire 
et des composantes contrevariantes de ces vecteurs. Soient V et V, deux vecteurs 
tangents à S et liés à un même point M. Appelons respectivement h } k et h v leurs 
composantes contrevariantes. Nous aurons respectivement 

(373) V 

V, 


,dM , ,dM 
h —t — (- k- — > 
DA Dp. 


, dm 

h * Da 


k 


dM 


1 IL 


(374) 
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d'où, en faisant le produit scalaire, 

V . V t = Ehh { -+- F {hk t -h kh t ) -+- GM, . 


Le produit scalaire joue toujours le rôle de forme polaire de la forme quadratique 
fondamentale (comparer n° 72). Mais on peut simplifier son expression en introdui- 
sant les composantes covariantes de l’un des vecteurs : soient toujours a, t celles du 
vecteur V, définies par les relations (371). 

Portons ces expressions dans celle de V.V„ obtenue en prenant pour V, la 
valeur (374). Il vient 


(375) 


V. V, = A,V.)x + *,V. '))) = A,. + *,t. 


En appelant pareillement <r, et t, les composantes covariantes de V,, on trouverait 
aussi 


(376) 


V . V, — h ff, —f— k t,. 


Ces points établis, revenons à l’étude du champ scalaire ? (M). Les valeurs des 
dérivées de cette fonction en un point M de S, suivant les directions tangentes à S, 
se déduisent de sa différentielle première. Supposons qu’on ait adopté un certain 
mode de représentation paramétrique de S. Alors cp (M) aura une certaine expression 
<p (X,|a). Sa différentielle s’écrira 


(377) d© = ^-dX-t-^du.. 

Or, nous reconnaissons, au second membre, le produit scalaire de deux vecteurs : 

1° le vecteur de composantes contrevariantes dX, dp., autrement dit le déplace- 
ment infinitésimal dM du point M; 

2° le vecteur de composantes covariantes C’est ce vecteur que nous 

appellerons le gradient de la fonction cp, et cette définition conservera l’égalité fonda- 
mentale 

(378) dcp = grad<p.d.YI. 

Examinons maintenant les conséquences de cette définition. Soit U un vecteur 
unité, lié à M, et tangent à S. Cherchons la dérivée «le <p dans la direction de ce 

vecteur. Cette dérivée est la limite du rapport en appelant A<p l’accroissement 

obtenu en accomplissant un petit déplacement de longueur M dans cette direction. 

Sa valeur est donc Or, le déplacement précédent s’exprime vectoriellemenl sous 
la forme 

dM = Ud/. 

On a donc, d’après la relation (378), 

^ = grad ? .U. 
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On tire de cette formule les mêmes déductions que celles que nous avons ren- 
contrées dans l’étude des champs scalaires de l’espace ordinaire. La direction de grad <p 
en chaque point M est la direction suivant laquelle il convient de se déplacer pour 

que soit, en valeur absolue, le plus grand possible : son sens est le sens des ® 


croissants, autrement dit la direction et le sens du gradient correspondent à la rapi- 
dité de croissance maximum de ©. 

En chaque point de la surface S, il passe, si © est une fonction uuiforme, une 
ligne cp = const. Le long de cette ligne, on a d<s = 0; il en résulte que la normale 
géodésique en chaque point de cette ligue est colinéaire à grad ?. 

218 . Dans l’espace ordinaire, nous avons déduit d’une fonction de point 4>(M), 
une autre fonction de point A,<ï>, à l'aide d'un opérateur A t , de sens invariant, obtenu 
en prenant le carré du gradient spatial de ‘b. Sur une surface S nous pourrons, par 
un processus analogue, déduire d’une fonction © (M) d'un point de celte surface, une 
nouvelle fonction A,cp, par le jeu d’un nouvel opérateur A,, défini par la relation 


(379) A t cp = grad 2 <p. 

H est facile d’expliciter A t lorsque S est définie, par son élément linéaire, exprimé 
dans un certain mode de représentation paramétrique. Soit 

dW — EdX* 2F<iX d a Gtf n 2 . 


Les composantes covariantes de grad? sont respectivement 



“ . Ses composantes 

t’fJ. 


contrevariantes sont donc les nombres h et k y définis par le système 


(380) 


d’où 


(381) 


Nous aurons dès lors 


= Eh 4- F/c, 


.4. 


‘-Î = FA 4- G k. 


h= *_ (V-i-F^y 

É-G — b ** V 

k — I - T r i (— 4-E— ) 

Et j — b* \ l'tX ?u/ 


(382) A 1 <p = grad î ? = /i 


5x 


g(%'\ 

/V? _ VA ) 




. 2F^Î Üî -, 
rù.y 

KG — F* 




C’est Beltrami qui a considéré pour la première fois l’expression ci-dessus et lui a 
donné le nom de paramètre différentiel du premier ordre. 

Si l’on pose éjz=f (<p), en désignant par f une fonction de la seule variable ç, le 
système des courbes <p = const. et celui des courbes = const. ne diffèrent pas dans 
leur ensemble. De la formule précédente, on déduit aisément 


( 383 ) 
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Il en résulte que si une famille de courbes G, de la surface S, est déiinie par © = const. , 
où cp satisfait à une équation du type 

(384) A l? = *(*), 

9 désignant une fonction de 9 , on pourra, à l’équation 9 = const. qui définit le sys- 
tème de ees courbes, substituer une nouvelle équation 

^ = const., 

la fonction ÿ étant assujettie à vérifier l’équation 

(385) A 1 | = l. 

Nous allons généraliser le résultat obtenu au n° 147 en démontrant le théorème 
suivant : 

Soit sur la surface S une famille de lignes <j/ = const., ^ étant soumise à 
l'équation 

Les trajectoires orthogonales de ces lignes sont des géodésiques. 

En effet, adoptons comme coordonnées curvilignes d’un point M de la surface : 

1 ° le paramètre de la ligne = const. qui passe en ce point; 

2 ° le paramètre w, tel que chaque courbe <0 = const. soit une trajectoire ortho- 
gonale des lignes <|> = const. 

Nous aurons un élément linéaire de la forme 

Ed<li 2 -4- Gd (o 2 . 

Il s’ensuivra que l’on pourra écrire, d'après l’expression (382) de l’opérateur A,, 

== £» 

d’où, en comparant à l’hypothèse A^ = 1 , 

E==l. 

Notre élément linéaire se réduira donc à d^ + Gd w 8 . Mais alors, d’après ce que 
nous avons vu au n° 200 , les lignes w = const. forment bien une famille à un para- 
mètre de lignes géodésiques ('). 

(!) La démonstration ci-dessus convient pour établir le théorème du n° 147, relatif à 
l’espace ordinaire. Considérons les surfaces o> = const., où <•> est une fonction telle que 
gradua) = i. Pour définir un point de l’espace, utilisons le paramètre de la surface ü)~ const. 
qui passe en ce point, et deux autres coordonnées X, p telles que les courbes X = const., 
p = const., soient orthogonales aux surfaces const. Nous pourrons écrire 

dM* = EdX* 4- 2FdXdp 4- Gdp* + K dw*. 

Le gradient de w est défini par la relation 

d a) = grad io . dM ; 

si on laisse X et a constants, dM se réduit à ~d»o, et ce vecteur est colinéaire à grade.), 

i’(i) vr 



CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS VECTORIELS 


279 


219 . Supposons maintenant qu'on considère simultanément deux fonctions de 
point <p(M) et ^(M) sur la surface S. Nous apercevons immédiatement le moyen 
d’en déduire, par une opération invariante, une nouvelle fonction : il suffit de consi- 
dérer le produit scalaire grad <p. grad Dans la théorie des paramètres différentiels, 
on l’écrit A (<p, ^). On a ainsi 

G^_F^2 E^ — F‘^ 

(386) A ( T . * ) = grad , . grad + = _ * + * 

q^O .'IA j,.'' J 

t*X ?X \,'Xy .'a.'X/ .'u. .'u. 

_ ^ • 

Le paramètre différentiel A,cp était une forme quadratique en : le paramètre 

mixte A(tp, t}') en est la forme polaire. 

220 . Donnons maintenant les notions les plus indispensables concernant les 
champs de vecteurs tangents à une surface S. Désignons encore ici le vecteur du 
champ en M par V (M). A chaque déplacement infinitésimal d M du point d’application 
correspond, dans l’espace euclidien qui baigne la surface S, un accroissement géo- 
métrique rfV du vecteur du champ; ce dernier est la somme géométrique de deux 
vecteurs infinitésimaux, l’un normal rf n V, l’autre tangentiel d,V. Soit donc M' le nou- 
veau point d’application, à la suite du déplacement rfM. Le vecteur du champ en M' 
aux infiniment petits d’ordre supérieur près, s’écrira 

V-+-<* n VH-d,V. 

Le vecteur V -t- rf„V, d’origine M', se déduit du vecteur V d’origine M par dépla- 
cement parallèle. Donc le vecteur tangentiel infinitésimal d t \ représente la différence 
géométrique entre le vecteur du champ en M' et le vecteur de même origine déduit 
du vecteur du champ en M par déplacement parallèle. Entre les vecteurs t/M d’une 
part, et d,V d’autre part, il existe une correspondance linéaire. Pour la mettre en 
évidence, désignons toujours par h et k les composantes contrevarianles de V. Nous 


aurons 

nous en déduirons 




dV = ~dh -h dk 4- hd'/'} -t- (/u/ u. 4- kd\) 4- M™ ; 
?X y ? a- v r »vy r y* 


et par suite, en nous reportant encore une fois aux relations (127), 


(387) 


\%M=w,+r 


en vertu de l’orthogonalité des lignes X = const., pi = const. aux surfaces o> = const. 11 en 

( N M\ 2 

= 1. Par suite, les lignes > . = \l = const. sont des géodé- 

siques, c’est-à-dire des droites. 
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Dans les premiers membres figurent deux produits scalaires qui sont précisément les 
composantes covarianles du vecteur langenliel d,V. Si nous remarquons maintenant 
que A et A sont des fonctions données de X et p., nous apercevons que les seconds 
membres des relations précédentes sont des fondions linéaires de d\ et de dp., c'est- 
à-dire des composantes contrevariantes du vecteur dM. Le théorème est donc établi. 

221 . L’étude des éléments infinitésimaux du premier ordre d’un champ de vec- 
teurs tangents à la surface S en un point se ramène donc à celle de la transformation 
linéaire précédente. En général, cette transformation linéaire ne sera pas une transfor- 
mation automélrique, mais on pourra déterminer une fonction w( M) telle que la cor- 
respondance linéaire entre les vecteurs 

dM et d,V — |cfMAv 

soit une transformation autométrique. Le vecteur w\>, normal à S en M, s’appelle 
encore le rotationnel du champ. Calculons w : à cet effet, nous remarquerons qu’au 
déplacement infinitésimal SM correspondrait, dans la transformation autométrique 
cherchée, le vecteur 

8,V-|3M Av. 


Par définition des transformations autométriques, nous devrons avoir la relation 

(388) dM.^8 V — |SM A v) = 8M. (d,V — “dM A v), 
ou encore 

(389) dM.S,V — oM.d,V = w aire(dïA. oM), 

en désignant en abrégé par aire (dM, oM) celle du parallélogramme construit sur ces 
vecteurs infinitésimaux. Pour calculer w, on peut remarquer qu’il est indifférent 
d’écrire dM.8,V ou dM .oV. Dans ces conditions, servons-nous des expressions 


:^dX 

<) À 

=îÎA- 

D A 


Î>M . 

■r 7 d 

V [JL 

.'V , 


• o À ~h . S [x. 


rfM . S M /\ v — dSl /\ SM.vzi ^ A “(rfXSjjb — rfjxoX) .v. 

C À ? IX 


Elles permettent de transformer la relation (388). En divisant les deux membres par 
rfX5jx — SXdp., il vient 

iVM yv _<rM ?V_ >M ?M 
?X c> • îX “”“?X A .> • v ’ 


en remarquant que les vecteurs et ont pour longueurs respectives et yf& 
et que leur angle est défini par 008*0 = ^,, il vient donc 


Æ . ?M 

IX A .>- v 



F* 


> 
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d'où finalement 

w= _ 1 AvM ?V_dM jV\ 

VEG — F 2 \ ^ X î' p. j (a iXy 

1 p a cVrl 

v/ËGr — F 2 b (JL jxJ 


où a et t représentent toujours les composantes covariantes de V(M). Ainsi, d’un 
champ vectoriel tangent à la surface S, on déduit sur cette surface un champ sca- 
laire invariant par la formule 


(390) 


w = 





222 . On peut aussi, dans la théorie des champs vectoriels tangeuts à une sur- 
face S, se placer au point de vue de la théorie des transformations infinitésimales, en 
faisant correspondre à tout champ V (M) la transformation qui fait passer d'un point 
M au point infiniment voisin M' défini par 

MM' = V(M)d/. 


Les vecteurs du champ sont alors les vecteurs vitesse des molécules d’un fluide con- 
tinu, répandu sur la surface S. Pour avoir un problème réel s'approchant de cette 
conception, on pourra supposer qu'un fluide est répandu continûment dans l'espace 
compris entre la surface S et une surface parallèle infiniment voisine. Cherchons, 
comme au n° 158, le jacobien de cette transformation infinitésimale : à un point M, 
de coordonnées curvilignes À, p., elle fait correspondre un point M' de coordonnées 
X-l-cfX, |x-hrf(jL, où rfX et rfp. sont les composantes contrevarianles du vecteur Wdt. 
Or, si à chaque point M de S on faisait correspondre, dans une transformation finie, 
un point de la même surface, en posant (') 


Xt ~ <p(X, jfc), 

H- t = ^(X, p.), 

il serait facile de calculer la limite du rapport d'une aire infiniment petite en englo- 
bant M t à l’aire infiniment petite correspondante englobant le point M (aires emprun- 
tées à S). En effet, désignons ces aires par Ë Mt et 2*. Dans le plan des X, p. leur 
correspondent des aires «jj et <r. Ou a 


— Mi 




Sm 


VEG — F 2 . 


D’où la valeur du jacobien cherché, dans le cas d’une transformation finie, 

EE 

yjn G — F* D(X, (JL) 


(1) Pour passer du cas de la transformation finie à la transformation infinitésimale, il 
faut poser 

= X *+• hdt 9 
Pi = p -+- kdt, 

h et k désignant toujours les composantes covariantes de V. 
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Or, dans le cas de la transformation infinitésimale étudiée, nous avons 


y/E.G, — F * _ 4 1 E rfG -h GdE — 2Frf F 
v/EG — F 2 2 EG — F 2 ’ 


K-i). 

’WTiï 




?h 

‘V 


dt 


1-4 -\ k dt 


= i + (»* + î*W 

\5 À / 


En multipliant membre à membre ces deux relations, nous trouvons ici que la 
dilatation superficielle est le produit par dt de la quantité 

?^2 " “EÛT— F* 

laquelle s’écrit encore 


(391) 


VËgWpO m ^ + £<* ^ rp )]- 


Nous représenterons encore cette expression par la notation div. V. 

223 . Découpons sur la surface S une aire Jb, délimitée par un contour c. Par 
flux du vecteur V à travers le contour c, il faut entendre ici l'intégrale 


f V.T ds , 

c / c 


en désignant par ds l’élément d’arc de c, et par T le vecteur unité de la normale 
gëodésique en un point de ce contour, dirigé vers l’extérieur de l’aire qu’il délimite. 
Supposons un fluide répandu sur la surface S, et considérons la portion de ce fluide 
intérieure à l’instant t à l’aire Jb. A l'instant t-h-dt, l’accroissement dJ\» de l’aire 
recouverte par cette portion du fluide peut s’exprimer indifféremment par l’intégrale 
curviligne 

dt J ’v. rds, 

ou par l’intégrale double 



div. V t/S. 


D’où un nouveau théorème établissant entre le flux et la divergence sur la surface la 
relation 

(392) JjT div.VdS = jTv.rrfa, 

dont la forme est la même que celle de la relation analogue pour les champs de 
l’espace ordinaire. 

Nous avons signalé précédemment le rôle capital de la transformation linéaire qui 
permet de passer du vecteur infinitésimal rfM à la composante tangentielle de l'accrois- 
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sement correspondant du vecteur du champ, soit d t V. Cette transformation synthé- 
tise les éléments infinitésimaux du premier ordre du champ étudié, au point M. Pour 
qu’à titre exceptionnel, elle soit constamment autométrique, il faut et il suffit que la 
fonction scalaire w, définie par la relation (390), soit identiquement nulle, ou encore 
que les composantes covariantes <t,t de V obéissent à la condition 

t*<T i^T 

J'!* F). ’ 

laquelle équivaut à l’existence d’une fonction o(X,a) telle qu'on ail respectivement 

? 9 >2» 

a FI ’ Fj* * 

Le champ V (M) est alors défini par 

V = gradf. 

Calculons la divergence d’un tel champ. 

Ses composantes contrevariantes h et k sont définies par les équations 


"I = Eh -h l’A\ 

? À 

• ® = FA 4- GA-, 


en tenant compte de l’expression (391) de div. V, nous aurons donc 


(393) 


div. grad<? = 




C'est encore Beltrami qui a introduit cette formation invariante, qu’on appelle 
paramètre différentiel du second ordre , et qu’on représente par la même notation 
que le laplacien, qui en est un cas particulier. Si nous posons pour abréger l’écri- 
ture 

(394) ll = s lM^¥ i 7 

nous aurons en définitive 


(393) 




G? 3 

H ïi 


lu 

H .'[A 



K Lî _ l t LîYI . 
Hep. U yj\ 


Cette expression se réduira au laplacien si la surface S est un plan (ou si elle admet 
l'élément linéaire du plan). Si X,p. représentent des coordonnées rectangulaires, 
l'élément linéaire se réduit à dX 2 4- dp*, et on trouve bien 


(396) 


A 2? 


: FX 2 



Mais il importe de remarquer qu’on peut choisir dans un plan des coordonnées curvi- 
lignes absolument quelconques; la formule (393) résout donc le problème suivant : 
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exprimer le laplacien à deux dimensions lorsqu’on rapporte le plan à un système 
arbitraire de coordonnées curvilignes. 

224. Revenons à une surface S quelconque, et appliquons le théorème flux- 
divergence, en choisissant pour élément d’intégrale superficielle l’expression 

(397) div(U gradV) = UA 2 V -+- gradü.gradV 

= U A 2 V 4- A (U, Y), 

d 

où U et V sont deux fonctions scalaires. 11 vient, en désignant par une dérivée 
prise suivant la normale géodésique intérieure à l’aire Jb, 

(398) / jfj U4.V + 4(0, V)]rfS -t- j£u^* = Oi 
en échangeant U et V, on ne change pas A (U,V) et on obtient 

< 399 > ff ^ A ‘ v + i(U - v « rfS + X v a> = = 1 

d’où, en retranchant membre à membre, 

< 40 °) + 

Cette formule constitue la généralisation immédiate de celle de Green [for- 
mule 317] que nous avons signalée au n° 194. 

Son application exige que les fonctions U, V soient continues dans l’aire Jb, et 
possèdent dans cette aire des dérivées continues des deux premiers ordres. On doit 
supposer en outre l’existence d’une dérivée normale continue sur le contour G. 

225. Relations entre les opérateurs différentiels d'une surface et ceux 
d’un espace euclidien qui la baigne. — Posons-nous maintenant la question 
suivante : 

Supposons qu’une surface S soit plongée dans l’espace ordinaire, où l’on consi- 
dère un champ scalaire ou un champ vectoriel. A ce champ, on peut en rattacher 
d'autres définis sur la surface S. Comment les opérateurs invariants relatifs à ces 
champs envisagés sur S sont-ils liés aux opérateurs concernant le champ spatial pri- 
mitif? 

Soit d’abord, dans l’espace qui baigne la surface S, un champ scalaire 4>(M), 
Lorsque le point M est sur la surface S, la fonction «b (M) se réduit à une fonction ç(M) 
constituant sur S un nouveau champ scalaire. Montrons que le gradient de cp(M) sur 
la surface S est la composante tangentielle du gradient de $ (M) dans l’espace. En 
effet, désignons par g le gradient de y, par G celui de <t», par G< la composante lan- 
gentieile de G. D’après les définitions, nous avons, pour tout déplacement infinité- 
simal de M sur S, 

d«t> = G . dM — (G t ■+• G„) . dM = G/ . rfM , 
et 

rfcp = g.dM. 



CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS VECTORIELS 285 

Or sur S, on a dy = d$. Il résulte alors de la comparaison des égalités précédentes 

g = G,. 

Envisageons maintenant, dans l’espace extérieur, un champ vectoriel V(M). En 
chaque point d’une surface S, le vecteur V(M) est la somme géométrique d’une 
composante tangentielle v (M) et d'une composante normale, qu'on peut représenter 
sous la forme 

<p(M) désignant un champ scalaire défini sur la surface S. Comment sont liées les 
opérations invariantes sur le champ spatial V (M) aux opérations analogues concer- 
nant les deux champs superficiels &(M) et v (M)? 

De l’égalité de définition 

(401) V(M) = v(M) -I-- vcp(.M), 

où M est supposé appartenir à la surface S, on peut déduire par différentiation la loi 
de la correspondance linéaire (d\\, d,v), spéciale au plan tangent en M, de celle de 
la correspondance générale (tfM, dV) : lorsque dN est dans le plan tangent en M, dV 
par le jeu de celle dernière correspondance appartient ù un plan II, transformé du 
plan tangent. Si donc on différentie géométriquement les deux membrea de (401), et 
si on réduit les résultats obtenus à leurs composantes tangentielles, on obtient 

(402) tf,v = tf«V— ?dv 

en désignant par d t \ la projection orthogonale sur le [dan tangent du vecteur dV (du 
plan II) transformé de rfM. 

Non seulement la direction riv appartient au plan tangent en M, mais encore la 
correspondance linéaire (cf.M, cp c/v) est autométrique. Donc, pour que la correspon- 
dance (clM, d t V) soit autonu'. trique, il faut et il suffit qu’il en soit de même de la 
correspondance (dM, dv), ou encore que l’on ait pour tous les couples de vecteurs 
infinitésimaux dM, oM du plan tangent 

d\\ . o, V = 3 M . </,V, 

relation équivalente à 

(403) rf.M . 3 V — S M . dV. 

Reportons-nous à l’égalité (217) qui fournit une définition du rotationnel. D'après 
cette égalité, pour que la relation (403) soit satisfaite, il faut et il suffit que le rota- 
tionnel (spatial) de V soit situé dans le plan tangent en M. 

226 . Dans ce même ordre d’idées, l’application du théorème flux-divergence et 
du théorème circulation-rotationnel fournil la démonstration rapide de certains 
résultats. 

Soit par exemple à exprimer la divergence spatiale du champ V, en un point de 
la surface S, au moyen de la divergence superficielle du champ v et d'autres opé- 
rateurs invariants. Traçons une surface S t , parallèle à la surface S et infiniment voi: 
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sine et appliquons le théorème flux-divergence à la portion de l’espace délimitée 
d’une part à l’aide de S et de S t , et de l’autre par un tube de normales communes. 
Soit G le contour directeur de ce tube sur la surface S, et Jfe l’aire qu’il délimite 
sur S. Appelons e la distance constante de S et de S t . Nous aurons 


IL' ’iv- v rfs = « jf V. S - fj x \. 


,dS 


i> 


en appelant I’ le vecteur unité de la normale géodésique au contour C (vers l’exté- 
rieur), V et V, les deux valeurs du vecteur du champ en deux points où le vecteur 
normal est v, pour S comme pour S,, dS et dS, des éléments d’aire constituant les 
sections par S et par S, d'un même tube de normales. D’après ce que nous avons vu 
au n° 204, uous avons d’ailleurs 

dS - dS, = — £ -h ) dS — — ek dS, 

en désignant par k la courbure moyenne. D’autre part, on peut 
écrire 



n 

cz 





V.v — V t .v 


A, 

dn 


en désignant ici par le symbole une dérivée prise dans la direction et dans le sens 

de v, ù la condition, le long de chaque surface de notre système parallèle, de dési- 
gner toujours par <p la composante normale de V. Nous obtenons ainsi, après divi- 
sion par e, et après avoir remarqué l'égalité de V. T et de v. T, 

f Sx diï - s " aL v rfS = X v - rrfs + XX* (S - ■ *0 rfS ' 


dans le second membre, l’intégrale curviligne se laisse transformer par le théorème 
flux-divergence que nous avons établi dans cette section pour la surface S. En remar- 
quant que le résultat précédent a lieu, quel que soit le contour C, ou voit que l’on a 
nécessairement 


(404) 


div. spal. V = div. supcrf. v_ +* — A<p. 


C'est la relation cherchée. En particulier, appliquons-la au cas où l’on aurait 

V = grad'F, 

ce que nous écrirons pour plus de clarté 

(405) V = grad . spat. l I\ 

Nous avons vu que, sur la surface S, la composante tangentielle de V est précisément 

v = grad . superf. 
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Dès lors, entre le laplacien A V et le bellramien AjV pour la surface S, nous obte- 
nons la relation 

(406) &<T= 4^ + ^ _**£(■). 

227. Voici maintenant une application de la formule de Stokes. Considérons tou- 
jours un contour C, tracé sur la surface S, et délimitant une aire A. Nous avons 

= J ^rotV.vrfS. 

Or, puisque d\\ est un vecteur infinitésimal de S, nous avons 

V . d\l = v . . 

On a donc, quel que soit le contour C, 

(407) jfv.t/M = JjfrotV.vrfS, 

égalité qui montre que la composante normale du rotationnel (spatial) dépend unique- 
ment de la composante tangentielle du champ V. En particulier, si en tous les points 
de la surface S, le champ est normal à cette surface, le rotationnel en chacun 
de ces points sera tangent à S. 

En outre, la relation (407) permet de calculer, d’une manière générale, la compo- 
sante normale du rotationnel. Soient a et t les composantes covariantes du vecteur y, 
de, d\x les composantes contrevariantes du vecteur </M, nous avons 

V.cfM = a d\ -f- td p.. 

Transformons l’intégrale de cette quantité, le long du contour C, par la formule de 
Green. Il vient 



w étant le champ scalaire invariant que nous avons défini par la formule (300). Il en 
résulte que la composante normale du rotationnel du champ V, en un point de la 
surface S, est précisément égale à — w. 

228. Applications. — 1° Soit l’équation aux différentielles totales 

(400) P dx -h Q dy l\dz — 0, 

qu’on peut encore écrire 

V . dM — 0, 

en désignant par V le vecteur dont les composantes sont les fonctions P, Q, K des 
coordonnées x , y, z de son point d’application. Pour qu’une surface S vérifie celte 
équation, il faut et il suffit que le champ lui soit normal en tous ses points, ou encore 


(1) Cf. Hadamard, Propagation des ondes , chap. i. 
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que le rotationnel de ce champ soit partout tangent à S. On retrouve ainsi la condi- 
tion d’intégrabililé 

(410) V.rotV = 0. 

Vérifiée pour une surface isolée, cette condition n’entraîne pas la communauté de 
direction de V et de la normale en chaque point. Au contraire, si elle est vériGée dans 
tout l’espace, il existe une famille de surfaces orthogonales au champ en chaque point : 
nous nous contenterons d'indiquer ce fait en renvoyant, pour sa démonstration, aux 
cours d'analyse ('). 

2° Considérons l’équation de Laplace 


(411) 


?x 2 


? 2 2 


= 0 . 


A l’aide de la formule (404), on la transforme aisément, soit en coordonnées cylin- 
driques, soit en coordonnées sphériques. Nous supposerons que le vecteur v, normal 
au cylindre ou â la sphère, qui passe au point considéré, est extérieur à cette surface,^ 


(1) Lorsque l’équation (409) n’est pas complètement intégrable, on peut la considérer 
comme déünissant les lignes qui, en chacun de leurs points, sont normales au vecteur 
correspondant du champ V. On dit que ces lignes sont îes trajectoires orthogonales du 

champ V. On peut remarquer qu’elles satisfont à la condition V.^-~0; ou obtient en 

dérivant 



dM dV 
ds as 


ou, en désignant par T, N les vecteurs unitaires de la tangente et de la normale princi- 
pale, par p la courbure, 

P V.N-f-T.~ = ü. 
r ds 

On obtiont ainsi des résultats analogues h ceux de la théorie des surfaces: la courbure est 
bien déterminée si l’on donne en un point la tangente et le plan osculateur d’une trajectoire 
orthogonale. On voit en outre que lorsque ce plan tourne autour de la tangente supposée 
Hxe, la projection du rayon de courbure Mto sur le vecteur du champ au point M reste 
fixe. Le lieu du point est donc un cercle (généralisation du théorème de Meusnier). On 
peut donc appliquer au cas actuel la notion de courbure normale et particulariser parmi les 
trajectoires orthogonales G celles qui sont asymptotiques , c’est-à-dire le long desquelles la 
courbure normale est nulle. Dans des recherches de ce genre, on pourra toujours remarquer 
que l’on peut toujours supposer V*=i, puisque seule la direction du champ intervient: moyen- 
nant cette hypothèse, on peut reprendre tous les calculs et tous les raisonnements du n° 13i 
en substituant partout au vecteur v le vecteur V. La formule, identique à (147), à laquelle on 
sera ainsi conduit, fournira encore deux expressions remarquables communes aux trajec- 
toires orthogonales tangentes en M à une même droite. L’une est la courbure normale, 

déjà citée. L’autre est égale à x — ^ : les lignes G sur lesquelles elle s’annule généralisent 

les lignes de courbure . Remarquons d’ailleurs que pour deux déplacements quelconques d et 
8 orthogonaux à V, nous aurons 

ôV.dMnr S(V.dM) — V.8dM = — V.odM = — VdSM = dV.ôM. 

Il en résulte que la correspondance entre dM et dV (qui s’exerce en vertu de V 2 = 1, dans 
le plan perpendiculaire à V) est autométrique. On en déduit les mômes résultats qu’en 
théorie des surfaces : formule de Bonnet, tangence des lignes de courbure aux directions 
principales de la correspondance précédente, etc. 
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De la sorte dans un cas comme dans l'autre, se réduira à une dérivée prise par 
rapport à r, longueur du rayon vecteur. 

Dans le cas des coordonnées cylindriques, l’expression de la courbure moyenne 
est — D’autre part, le cylindre étant une surface à courbure totale nulle, le beltra- 


mien s’y réduit au laplacien, et son expression prend la 
forme 

r* D6 a ' 


AU' — 

^ — J Z* 


L’équation de Laplace s’écrira donc, en coordonnées 
cylindriques, 


M 


(412) 


Dr* 


lD*P 
r Dr 


D^P 
’ DS* 


Id’-T 

DO 2 




= 0 . 


/ 


Cette forme est propice à la recherche de solutions particulières, qui s'expriment à 
l’aide des fonctions de Bessel (’). 

Dans le cas des coordonnées sphériques, la courbure 

2 

moyenne est égale à — Convenons de déterminer 

un point M de l'espace par son rayon vecteur r et 
par la trace m de la demi-droite OM sur la sphère de 
rayon un. Une fonction du point M se réduit alors à 
uns fonction dépendant du point m de celte sphère 
et du paramètre r. Désignons par o. 2 l’opérateur de 
Beltrami sur la sphère de rayon un. L’opérateur ana- 
logue A 2 sur la sphère de rayon r lui est lié par la formule 

A a = pV 



Par suite, l’équation de Laplace prend la forme 


( 413 ) 


8,'F 


d^t 

Dr* 


2d»F 

r?r 


= 0, 


où o 4 'F, déduit par la formule (395) de l’élément linéaire rfO* -t- sin*0 rfcp*, a pour 
valeur 


- », 1 ? ( • fl JV\ , 1 D*'!* 

^ ^ ° a sin 6 D 0 \ m Dôj "^sin^Dcp** 

Cette transformation de l’équation de Laplace est le point de départ de la théorie 


(1) Voir sur ce point VEneyclopédie des Sciences mathématiques, t. II, vol. 5, fasc. 2, n” 52 
«t suivants. Le lecteur pourra amorcer lui-môme la question en cherchant les solutions 
F (r) G (*)*(«). 

BouLtOAND. — Géométrie vectorielle. 
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des fondions sphériques pour laquelle nous renvoyons le lecteur aux ouvrages 
classiques (‘). 

229. Transformations conformes. — Une manière simple d’établir une 
correspondance point à point entre deux surfaces S et S' consiste à associer les points 
M et M' qui proviennent d’un même couple de valeurs X, jx des paramètres. Dans 
l’étude des surfaces, faite au point de vue métrique externe, nous avons rencontré un 
exemple remarquable de correspondance point par point entre deux surfaces : c’est la 
représentation sphérique. D’ailleurs, cette transformation n’est qu’un cas particulier 
d’une autre plus générale, celle qui consiste à établir sur S et S' une correspon- 
dance entre les points où les plans tangents sont parallèles. 

Supposons que S et S' soient seulement données par leurs éléments linéaires 

E X 2 4- 2F ef X </ tx 4 - G d ;x 2 , 

E't/X 2 + 2F 'c/Xrfp. 4- G'c/a 2 , 


étant entendu que les points qui se correspondent proviennent d’un même couple de 
valeurs X, |x. Parmi les transformations les plus remarquables qu’on puisse ainsi 
obtenir, nous signalerons celles qui conservent les angles. Sur la surface S, la for- 
mule qui donne le cosinus de l’angle des vecteurs d M et oM n’est autre que 


cos(cfM, SM) = 


EofXSX 4- F (rfX5[x 4- d H-oX) 4 - G<£p.oa 
\/(Ecô 2 4- 2FÏX d }i 4- Gip. 2 ) (Ë ÔX 2 4- 2F SXSjx 4- G ou 2 ) 


Le second membre reste inaltéré lorsqu’on change simultanément E, F, G, en 
pE, p F, p G. Donc, la transformation conservera certainement les angles si l’on a 


E' F' G' 

Ë “ F G 


Ces conditions sont du reste nécessaires, comme on le voit aisément en remar- 
quant que la conservation des angles exige la similitude des figures infiniment petites, 
formées de points correspondants infiniment voisins de M et de M', et par suite, la 
proportionnalité des éléments linéaires. 

230. En particulier, on peut se proposer de rechercher une représentation d’une 
surface sur un plan, avec conservation des angles. Soit la surface d’élément linéaire 

EdX 2 4- 2FcfXd|x 4- Gdjx 2 . 

Cherchons à déterminer deux fonctions 

X = X(u, v), {x = [x(u, r), 
telles que l’on ait identiquement 

(415) EdX 2 -h2FdXrfjx4-Gd|x ï = p(dtt î -4 dv 1 ), 


(i) Gouhsat, Cours d' Analyse mathématique , t. III, chap. xxrm; Encyclopédie des Sciences 
mathématiques , t, II, vol. 5, fasc. 2. 
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p désignant une fonction positive indéterminée. À cet effet, écrivons le premier 
membre sous la forme (•) 

VErfX-f- F ~*~^ dp.\ (yjËdl-h - d a) avec II 5 = EG — P. 

VE / \ v’E / 

Le second membre s’annule en même temps que l’une des quantités du 4 - idv 
et du — idv. 

Nous devons donc avoir, en désignant par a et t deux fonctions réelles de X et 
de ji, 

du idv — (<r 4 - ir) | v Er/X -f- cftxj, 

du — idv — (a — i t) | y'E d X -f- -• du. J, 



ou sinon les égalités obtenues eu mettant dans les seconds membres — H à la place 
de H. En définitive, on sera donc conduit à déterminer les fonctions s et t de 
manière que l’expression 


(«) 


(t-I-Ït) 


VE d\-h 


E -h >11 
VE 



soit une différentielle totale. Celte condition suffit d’ailleurs, car si elle est remplie, 
la même propriété appartient à l’expression conjuguée. Les formules (416) nous 
montrent d’ailleurs que l’on aura 

1 


Si nous exprimons la condition précédente, relative à l’expression (e), nous 
obtenons 


(417) 


î' f” rrr / • , 1 0 f L 4- il! / • \ 1 

V E('T4-<t) = -- (cr4-ti)|. 

_ D A ^ \ L J 


L’expression <r4-tTest déterminée par une équation aux dérivées partielles. Donc 
le problème proposé possède une infinité de solutions. 

231 . Il est facile de voir comment ces solutions sont liées à l’une d’elles. Soient 
u, v un couple particulier de fonctions répondant à la question, et U, V tout autre 
couple y répondant également. A chaque couple X, u., c’est-à-dire à chaque point de 
la surface S, correspondent un point du plan des u. v et un point du plan des U, V. 
Puisque chacune de ces représentations planes conserve les angles, la correspondance 
qui existe entre elles conserve elle-même les angles. Alors, d’après ce que nous 
avons vu au n° 186, l’une des expressions U 4 - iV et U — ?V est une fonction analy- 
tique de u 4 - iv. 

232 . M. Beltrami a rattaché à cet ordre d’idées une importante généralisation de 


(i) La méthode que nous emplojons ici n’est applicable, cela va de soi, qu’aux multi- 
plicités à deux dimensions. 
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la théorie des fonctions d’une variable complexe, en définissant une fonction analy- 
tique d’un point M de la surface qui a pour élément linéaire 

EdX 2 -+-2F<fXtfp.-+-G<fp. 2 . 

Rappelons d’abord que la définition d’une fonction analytique d’un point d’un 
plan peut se formuler de la manière suivante; désignons par x, y les coordonnées 
rectangulaires de ce point; la fonction u (x, y) iv (x> y) sera une fonction analy- 
tique s’il existe une relation de la forme 

du -t- idv — (( i i-z)[dx •+* idy), 

(T et r étant deux fonctions de x, y. De la même manière, nous dirons u-t-io est 
une fonction analytique du point de la multiplicité qui admet l’élément linéaire 

ErfX 2 ■+-2Fd\dp-+- Grfp. 2 , 

s’il existe une relation de la forme 

du -f- idv — (<r -h i-r^VEcfX -4- — ^r~ 
c’est-à-dire si l’on a 

DU .DU DU .DU 

D À VX _ Jjx " + " Vp. 

E — F -MÎT* 

Cette équation se décompose en deux autres 

W jp ? Il 

DX’ j D|a 

H 

F‘~_E — 

DX Dp. 

H 



DU 

““ DX’ 



dont l’ensemble équivaut au système suivant : 


(418) 


( DD 

Edu 

Fdu 

\ DX 

HDul' + ~HdX’ 

j DU 

Gdu 

Fdu 

( ? ! A 

HdI" 

"HDlI , 


lequel possède une signification géométrique remarquable : le gradient de v se 
déduit du gradient de u en un point M par une rotation d'un droit autour de ce 
point. C’est ce qu’on pourrait vérifier en cherchant directement, pour la représen- 
tation paramétrique la plus générale, les formules qui expriment une telle rotation, 
puis en recourant aux formules (381) qui fournissent les composantes contrevariantes 
du gradient. 

Il est plus rapide de remarquer que notre condition de définition entraîne la rcla- 



CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS VECTORIELS 


393 


tioD (415), moyennant un choix convenable de p. Dès tors, si nous adoptons u, v 
comme paramètres ayant pour mission de fixer la position d'un point sur la surface, 
l'élément linéaire prendra la forme 

(419) p^H-rfe») 

pour laquelle la proposition annoncée est évidente. Si l’on élimine « entre les équa- 
tions (418), on obtient pour u la condition 

A â u = 0. 

La symétrie de l'équation (415) en u et v exige que v satisfasse à la même condition. 

En résumé, ce point de vue constitue une généralisation de la théorie des fonc- 
tions analytiques, où le système (418) se substitue au système classique exprimant 
les conditions de monogénéité et l'équation de Beltrami A 2 u = 0 à l'équation de 
Laplace. 

233. Voici, sur ce sujet, une dernière remarque : soient une surface S et une 
surface S' qui lui correspond point par point, avec conservation des angles. D’après 
la formule (395), l’expression 

y/ËG — F 2 A 2 u 

possède la même valeur pour les deux surfaces. Il s’ensuit que l’équation 

A 2 u = 0 

est invariante dans la transformation. 

Ainsi, d’une fonction harmonique dans une région du plan, nous déduirons une 
solution analytique de l'équation de Beltrami, définie sur une portion de surface 
sphérique, au moyen d’une inversion. 

Nous sommes loin d’avoir même mentionné tous les problèmes importants qui se 
présentent dans la théorie des surfaces. Nous espérons cependant que le lecteur qui 
aura bien voulu suivre attentivement notre exposé, en reprenant fidèlement les cal- 
culs, pourra aborder ensuite avec beaucoup plus de facilité et d'intérêt les belles 
leçons de Gaston Darboux sur la théorie des surfaces. Le meilleur conseil que nous 
puissions lui donner en terminant est de s’attacher, au cours d'une telle étude, à tra- 
duire (autant que possible) les relations qu’il rencontrera en notations vectorielles. Il 
sera amené ainsi, d’une manière presque automatique, à en mieux dégager le sens et 
à en pénétrer toute la portée. 




NOTES ET COMPLÉMENTS 


I 

Sur les principes du calcul tensoriel (‘). 

234. La dualité en géométrie linéaire. — Un des aspects les plus 
remarquables de la géométrie linéaire est son caractère dualistique. l/origine de 
cette dualité réside dans la symétrie d’une forme linéaire d'un vecteur libre, par 
rapport à ses coefficients d'une part, par rapport aux composantes du vecteur dont 
elle dépend d’autre part. Pour mieux faire ressortir celle dualité, pour lui donner 
une expression géométrique plus saisissante, nous avons défini au n° 142, la notion 
de doublet, ou système de deux plans parallèles, donné à une translation près. Un 
doublet constitue la représentation graphique d’une forme linéaire d'un vecteur libre. 
Soit un doublet, correspondant à une certaine forme. Il est convenu que cette forme 
prend la valeur 1 pour un vecteur joignant un point du premier plan du doublet à 
un point du second plan (car les plans du doublet ont un ordre imposé). On en déduit 
alors la valeur qu’elle acquiert pour un vecteur quelconque, eu remarquant que si 
cette valeur est f pour un vecteur V, elle sera If pour un vecteur ÀV. 

A chaque forme linéaire d'un vecteur libre correspond un doublet. Corrélative- 
ment, nous pouvons dire : une forme linéaire d'an doublet détermine un vecteur 
libre. Voici le sens précis de cette affirmation. Au n° 142, nous avons défini l'addi- 
tion et, plus généralement, la composition linéaire des doublets. Raisonnons, pour 
fixer les idées, dans un espace tridimensionnel. Tout doublet résulte par composition 
linéaire de trois doublets particuliers A t , A 2 . A 3 ou doublets fondamentaux. Soit un 
doublet 


A — a, Aj H- .A, 4- otjAj ; 

soit f une forme linéaire du doublet A; nous avons 

f{ A) = a i A^i) -+• "f" a 3 


(I) Dans le début de cette section il ne faut attacher aucune importance 4 la place 
occupée par les indices, qui ont été répartis arbitrairement. Par contre, à partir du a* 238, 
celte place joue un rôle tout à fait essentiel. 
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A la forme f correspond un vecteur V tel qu’on ait 

AA 1 ) = A 1 (V), 

AA,)=A 2 (V), 

Aa 3 ) = a 3 (V), 

en désignant d’une manière générale par A (V) le scalaire invariant qui exprime la 
valeur acquise, pour le vecteur V, par la forme linéaire de ce vecteur correspondant 
au doublet A. 

11 y a donc symétrie complète entre les rôles joués par l’élément vecteur et par 
l’élément doublet. Étant donnée une proposition quelconque de géométrie linéaire, il 
lui correspond une proposition corrélative, dont l’énoncé se déduit de la première 
par échange du rôle de ces éléments. 

236. Opposition de variances entre vecteurs et doublets. — Considérons 
indépendamment de tout système de coordonnées, un vecteur et un doublet. Ce 
dernier représente une forme linéaire, qui appliquée au vecteur donne un scalaire 
invariant, c’est-à-dire indépendant du système fondamental qu’on utilisera pour son 
calcul. 

Imaginons qu’on ait eu recours à un certain système fondamental, et qu’on 
envisage un changement arbitraire de ce système. Nous avons établi au n° 18 le 
théorème suivant : 

Les composantes de tous les vecteurs se transforment par la même substitu- 
tion linéaire. 

Soit maintenant un doublet, c’est-à-dire une forme linéaire d’un vecteur. Quel 
que soit ce doublet, en l’appliquant à un vecteur quelconque, on en déduit un scalaire 
invariant. Convenons (comme au n° 142) d’exprimer ce doublet linéairement à l’aide 
des trois doublets formés par les couples de faces opposées du parallélépipède 
construit sur les trois vecteurs fondamentaux. Soient V,, V.,, V 3 ces vecteurs et 
A u A.,, A s les doublets fondamentaux correspondants. Du vecteur V et du doublet 
A définis par 


V = x,V, -h x,V 2 -+- x 3 V 3 , 

A — A t H- u a A 2 -f- w 3 A 3 , 

on déduit le scalaire invariant u t -\- u., x., h- u 3 x 3 . Considérons la substitution 
linéaire subie par les composantes de V lors d’un changement de coordonnées, soit 

( — a|X, -+- a*X 2 -h aJX„ 

(420) j x t — aJX, -+- a|X 2 -+- a 2 X s , 

( x 3~ aJX t H- a 3 X 2 -f- a 3 X 3 . 

A la suite de ce changement de coordonnées, les composantes du doublet A sont trois 
nombres U t , U a , U, tels qu’on ait 

UjXj -+- U a Xj -h UjX, = u,x, -4- u a x a -h tijXj. 
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Celte identité détermine entièrement la substitution linéaire subie par les compo- 
santes d'un doublet. En effet, cette substitution est déûnie par un système 


Nous devons avoir 

a\b\ 4- o\b\ H- a\b\ = 1 , 
ajôf -4- -f- a|6| = 0, 

a\b\ 4- a\b\ 4- a\b\ — 0, 


U 2 = ^iU t -f- 6|U 2 h- ôjll,. 


a i^î -f- a]bl 4- ajô* = 1, 

a\b\ -+- a\b\ 4- = 0, 


-h a\b\ -f- a\b\ = 0, 
ojô* 4- a^î 4- = 0, 

aJ6J 4- a\b\ 4- a$b\ = 1 . 


Considérons le déterminant des a, et à chaque élément a'{ de ce déterminant, faisons 
correspondre le nombre A’ défini au n° 43, et qui joue le rôle de coefficient de a’ dans 
le développement de ce déterminant par rapport aux éléments de la p ' ligne. La substi- 
tution des A’ aux b ’ dans les premiers membres des relations précédentes donne 2) 
en diagonale principale, et zéro partout ailleurs ( 1 ). Les b‘> }i ont donc des valeurs de la 
A’ 

forme , si bien que l’on a, pour la substitution des u, les formules 


(421) 




U, 


U, 


Ai 

2) 

A: 'ü -h— U 4-^Hl 

fj) u ‘ ^ ïjj <i> l) .v 


%■ 


4- ~U 


l)’où ce théorème : 

Les composantes de tous les doublets se transforment également par une 
même substitution. 

Bien entendu, la dualité veut que la substitution de transformation des vecteurs 
et celle de transformation des doublets soient réciproques. Pour traduire ce mode de 
réciprocité, on peut dire que ces substitutions sont opposées ou encore conlragré- 
dientes (Weyl). 

Il ne faut pas confondre substitutions opposées et substitutions inverses. La 
substitution inverse de la substitution (43U) est celle qui permet de passer des x aux 
X, soit 


(420 bù) 




X 2 = x 


A| 

a* 1 ' 
Aj, 


A 3 


Ai Ai 

' 2) X i + gj X V 

Ai A, 2 

, * q/% 1 ° 

^ 1 


Ai 

te Xi ' 


A 3 

SD X ** 


(i) Nous entendons par 2) le déterminant des a’. 
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On passe de la substitution opposée à la substitution inverse d'une même substitution 
(420) en échangeant dans le tableau qui définit la substitution opposée, le rôle des 
lignes et des colonnes. 

Voici ce qui en résulte : pour que la substitution opposée et la substitution 
i nverse de (420) coïncident, il faut et il suffit que le tableau des mineurs des 
éléments de 2), ou, comme on dit, le tableau adjoint de 2), soit symétrique par 
rapport à sa diagonale principale. Gela revient encore à dire que le tableau même des 
éléments de 3) possède précisément celle propriété de symétrie a q ? —a r q . 

236. Les tenseurs en géométrie linéaire. — Un doublet est une 
forme linéaire d’un vecteur, douée d’un sens invariant, c'est-à-dire définie indépen- 
damment du système fondamental. Corrélativement, un vecteur peut être considéré 
comme une forme linéaire d’un doublet. 

D’une manière générale, nous donnerons le nom de tenseur à toute expression, 
fonction d’un certain nombre d'éléments, vecteurs et doublets, et dépendant linéaire- 
ment de chacun de ces éléments. Nous supposons d’ailleurs essentiellement que les 
fonctions linéaires qui interviennent dans cette définition sont des fonctions 
homogènes. 

D’après cette définition, il y a lieu de distinguer d'abord les tenseurs qui s'expri- 
ment par une fonction linéaire d’un seul doublet, ou bien par une fonction linéaire 
d’un seul vecteur, c’est-à-dire précisément le vecteur et le doublet. Nous dirons que 
ce sont les tenseurs du ‘premier ordre. Nous venons de voir qu'ils ont des modes de 
variance contraires, et que de leur union naît un invariant. De l’élude faite au n° 79, 
il résulte que la variance des composantes d'un vecteur s'oppose à celle du sys- 
tème des vecteurs fondamentaux auquel il est rapporté, et de fait, si V,,V.,.V :( 
désignent ces vecteurs fondamentaux, le jeu de ces variances est tel que l’expression 

V = x i V i 4- a? 2 V a 4- a- 3 V 3 

garde un sens invariant. 

Nous pouvons donc résumer tout cela en disant : 

1° Le vecteur est un tenseur du premier ordre, conlrevariant (vis-à-vis des 
vecteurs fondamentaux); 

2° Corrélativement, le doublet est un tenseur du premier ordre, covarianl (vis- 
à-vis des vecteurs fondamentaux) (*). 

Cela posé, occupons-nous maintenant des tenseurs du second ordre. Nous 
sommes amenés immédiatement à distinguer trois tenseurs du second ordre : 

1° ceux qui dépendent linéairement d’un premier doublet et linéairement d’un 
second ; 

2° ceux qui dépendent linéairement d’un vecteur et linéairement d’un doublet; 

3° ceux qui dépendent linéairement d’un premier vecteur et linéairement d’un 
second. 

D’une manière générale, un tenseur d’ordre n sera une expression en dépendance 

(1) Inversement, le vecteur serait un tenseur d'ordre un, covariant vis-à-vis des doublets 
fondamentaux, etc.... 
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linéaire avec des éléments, vecteurs et doublets, dont le nombre total est égal à n. Il 
y a donc n -f- 1 espèces de tenseurs d’ordre n. 

La notation adoptée pour représenter les tenseurs est intimement liée au principe 
de la composition des variances. C’est donc ce principe qui va nous occuper tout 
d’abord. 

237 . Principe de la composition des variances. — Si l’on se borne à envi- 
sager une multiplicité linéaire unique, tous les vecteurs possèdent dans cette 
multiplicité le même mode de variance, et tous les doublets le mode de variance 
opposé. 

Pour faciliter les raisonnements qui vont suivre, nous aurons intérêt à embrasser 
de suite un horizon plus large et à étudier la composition de deux modes de variance 
absolument quelconques. Pour rattacher ce problème à un point de vue concret, 
nous l’énoncerons par exemple sous la forme suivante : 

Prenons, pour fixer les idées, un premier espace linéaire E u à trois dimensions, 
rapporté à un certain système fondamental, soient x r x.,, x } les composantes d’un 
vecteur V de l’espace E t dans ce système. Soit un deuxième espace linéaire E 2 , à 
deux dimensions et complètement indépendant du premier, soient ?/ p les compo- 
santes d’un vecteur W de E 2 dans un certain système fondamental. Changeons 
simultanément, dans E, et E.,, de système fondamental. Nous aurons un mode déter- 
miné de variance pour les x, un autre mode pour les y. Soit maintenant une forme, 
linéaire séparément par rapport à V et à W, et douée d’une signification invariante. 
Dans nos hypothèses, son expression peut s’écrire 

(«H* 1 + «21*2 H- «31 X 3 )Vi -1- («12*1 + «22*2 + «23*») Vf 

Il s’agit de trouver le mode de variance des coefficients a. 

Ce problème est facile à résoudre. Ecrivons les formules 

(422) a\- = ouX ft , (i=i, 2, 3) 

(423) = (j = i, 2) 

qui définissent, les unes la variance des ?/, les autres la variance des r. Pour éviter 
les abus d’écriture, nous réduisons, dans chacune de ces formules, le second 
membre à son terme général (de même qu’on dit, en analyse, la série «„). Cette 
abréviation offre d’ailleurs l’avantage suivant : formons le produit ar,î/ ; , c’est le 
produit de deux sommes dont l’une a pour abréviation a l’autre a pour abrévia- 
tion Pour multiplier ces sommes, il faut ajouter tous les termes obtenus en 

multipliant un terme de la première par un terme de la seconde. Le terme général de 
ce produit est donc 

Autrement dit, l’abréviation du produit est le produit des abréviations; ou encore, 
le mode d'abréviation employé ne trouble pas le mécanisme usuel de la multi- 
plication. 

Cela posé, la variance des x^j est définie à l’aide de la substitution linéaire qui 
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permet de déduire ces monomcs des X/,Y*. Or cette substitution est exprimée, sous 
forme abréviative, par les formules (au nombre de 6) 

X (y J ^ihfijk X^Yfc, 

dont l’écriture schématique se déduit des expressions schématiques (422) et (423) 
par le processus usuel de la multiplication. 

Dès lors, si nous représentons schématiquement la forme initiale par 

aijXiyj, 

les dij auront le mode de variance contraire de celui qui vient d’être obtenu pour les 
monômes x^j. 

Par composition des variances, nous entendrons désigner cette opération qui 
permet de déduire le mode de variance des monômes a:,;/, du mode de variance 
des Xi et de celui des yj. C’est simplement pour permettre au débutant d’écrire les 
formules complètes que nous avons restreint le nombre des dimensions de E t et 
celui de E â . Mais le processus de composition est manifestement indépendant de 
ces nombres. Nous pouvons d’ailleurs le généraliser et composer des variances en 
nombre quelconque : cette composition s’opérera toujours par une multiplication 
schématique. Elle est donc à la fois commutative et associative. 

Voici une application immédiate des considérations précédentes : soit un espace 
linéaire E ; les vecteurs y sont doués d'un mode de variance, les doublets du mode 
contraire. Ce dernier mode peut être regardé comme distinctif d’un vecteur dans un 
espace linéaire E', corrélatif de E. Dans cette nouvelle conception, les tenseurs du 
premier ordre sont respectivement les vecteurs de l’espace E et ceux de l’espace E'. 
Un tenseur quelconque est une formation invariante de vecteurs de E et de vecteurs 
de E', linéaire par rapport à chacun de ces vecteurs. 

238. Notations tensorielles. — Les conventions usitées dans la notation des 
tenseurs résultent naturellement de l’ensemble des remarques précédentes. 

Soit un tenseur d’ordre n = p-\-p', fonction linéaire invariante de p vecteurs 
de E et de p 1 vecteurs de E'. Choisissons dans E un système fondamental quelconque, 
et rapportons E' au système corrélatif. Le tenseur étudié a une expression linéaire et 
homogène par rapport aux composantes de chaque vecteur de E ou de E'. Les com- 
posantes de ce tenseur sont, par délinition, les coefficients de cette forme. Leur mode 
de variance est contraire au mode obtenu, en composant p fois la variance vecto- 
rielle E, et p 1 fois la variance vectorielle E'. 

On peut d’ailleurs l’obtenir directement en composant p' fois la variance 
vectorielle E et p fois la variance vectorielle E'. Car si l’on fait le produit de p 
formes linéaires dépendant chacune d’un vecteur de E, et de p' formes linéaires 
dépendant chacune d’un vecteur de E' (tous ces vecteurs étant distincts), on obtient 
un nouveau tenseur dont les composantes ont même mode de variance que celles du 
précédent. Or ces composantes se présentent ici comme des monômes, où p facteurs 
sont doués de la variance vectorielle E', et les p 1 autres de la variance vectorielle E. 
(C. Q. F. D.) 
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C’est ce qu’on peut exprimer aussi de la façon suivante : le passage d'un mode 
au mode opposé et la composition sont des opérations commutatives. 

Ces principes étant dégagés, il est naturel de faire les conventions suivantes : 

Puisque tous les modes utiles résultent, par composition, de deux modes simples 
et contraires, nous conviendrons de désigner toujours toutes les composantes d’un 
même tenseur par une même lettre. Cette lettre sera munie d'indices, en nombre 
égal à celui des opérations de composition effectuées à partir des modes simples. Tous 
les indices répondant au mode contrevariant seront inscrits en bas et à droite, tous 
ceux qui répondent au mode covariant s’inscriront en haut et à droite. Lorsque 
nous écrirons par exemple 
a kl 

11 h, j 

nous entendrons parler d’un tenseur, correspondant à la forme invariante 

aiïjUWwiXM. 

C’est notre définition primitive du tenseur, qu’on pourrait qualifier ainsi : définition 
par opposition (de variances). D’après le dernier principe établi, il est plus simple 
de dire : 

Pour que les a’ifj soient les composantes d'un tenseur , trois fois contreva- 
riant , et deux fois covariant , il faut et il suffit que leur mode de variance soit 
le même que celui des monômes 

Y;» 

c'est-à-dire soit le mode composé de trois contrevariances et de deux cova- 
riances. 

On obtient ainsi, en quelque sorte, une définition directe . 

Dans son ouvrage Temps , espace , matière , M. Wevl a constamment recours à 
la définition par opposition, et, de fait, cette méthode est extrêmement précieuse. 
Mais la définition directe rend elle-même de grands services. Elle nous fait connaître 
immédiatement l’effet d’un changement de coordonnées sur les composantes d’un 
tenseur, et ramène toujours les calculs qui permettent de l’effectuer à des multipli- 
cations schématiques. 

Nous allons maintenant étudier les opérations de l’algèbre tensorielle. Pour faire 
la théorie de l’addition et de la multiplication, nous supposerons nos tenseurs définis 
par la méthode d’opposition. Au contraire, dans l’étude de la contraction, il sera 
commode de recourir à la définition directe. 

239 . Addition et multiplication des tenseurs. — Soient V t , V 2 , ..., V p 
p vecteurs de E, V,', VÎ, ..., V p > p’ vecteurs de E\ Soient en outre deux formes, 
possédant chacune la propriété de dépendre linéairement de l'un quelconque des 
vecteurs V„ V 2 , ..., V p , V{, V*, ..., V'/ pris isolément. La même propriété appartient 
nécessairement à la somme de ces formes. D’où ce théorème : 

De deux tenseurs de même ordre et de même espèce, on déduit un nouveau 
tenseur de même ordre et de même espèce par addition des composantes de 
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même rang . A l’addition, on peut d’ailleurs substituer l'opération plus générale de 
la composition linéaire. 

Considérons maintenant deux formes invariantes absolument quelconques, la 
première dépend linéairement des vecteurs V„ V 2 , V p de E, et des vecteurs 
Vî, V 2 , V'pi de E'. La seconde dépend linéairement des vecteurs U t , U 2 , ...» U 7 
de E et des vecteurs Uj , Uâ, ..., Uÿ/, de E'. Le produit de ces formes est une nou- 
velle forme invariante dépendant linéairement de tous les vecteurs ü, V, U', V'. Ce 
produit est un tenseur dont les composantes ontp-h</ indices de covariance et 
p' -}- q' indices de contrevariance. Pour obtenir l’une quelconque de ces compo- 
santes, il suffit de multiplier l’une des composantes du premier tenseur par l’une des 
composantes du second. 

240 . Contraction. — La présence exclusive, dans nos compositions, de deux 
modes de variances simples et contraires nous procure la possibilité d’une opération 
nouvelle, la contraction : d’un tenseur elle permet de passer à un autre tenseur qui 
a perdu un indice de covariance et un indice de contrevariance. En voici le méca- 
nisme très simple. Soit le tenseur dont l'une des composantes est 

n i<t 

Egalons les indices i et /c, et considérons la somme 

(«*) 

Je dis que les <x l hj sont des composants lensoriels. E 11 effet, la loi de variance des 
a'^j est identique à celle de produits de la forme 

fV’îA 

en désignant par les composantes d’un tenseur : il s’ensuit que les nombres a l hji 
définis par la relation (424) ont même loi de variance que les nombres 

ou en définitive que les 

Il est donc démontré que les <x l hJ sont des composants tensoriels. 

241 . Applications et exemples. — Ecrivons les équations qui définissent une 
transformation linéaire de vecteur libre à vecteur libre, dans un espace E à « 
dimensions sous la forme 

(425) rji = a k t æ k , (i = 1, 2, . . . , n) 

étaut entendu que dans le second membre, il faut sommer pour les valeurs 1, 2 ,..., 
n de l’indice k (*). Au vecteur ar t V 0 -l- ... -t- x n V n) , où Y 1 , ..., V !n) désignent les 
vecteurs fondamentaux, correspondra dans le même espace le vecteur 

t/ 1 V l -b.... + î/,,V (,,) . 


(1) Si la transformation considérée était la transformation identique, on aurait a\ =0 pour 
et a*[ = l pour k — i, et cela quel que soit le système fondamental considéré. 
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Considérons un vecteur de l’espace E' corrélatif rapporté au système corrélatif du 
système des V 1 , ...» Y <B) . Désignons par u* l’une de ses composantes. La quantité 

w'î/i 

où l’on suppose qu’une sommation est faite par rapport à l’indice i est un invariant. 
Il en est donc de même de la somme de terme général 

afàxu, 

où la sommation porte à la fois sur les deux indices i et k. Ainsi les coefficients a k 
de la substitution sont les composantes d’un tenseur d’ordre deux, avec deux 
indices contraires. Les transformations linéaires ont joué, dans ces leçons, un rôle 
extrêmement important. En les rencontrant, nous nous sommes ainsi trouvés en face 
d’éléments tensoriels, d’une complexité qui surpasse déjà celle du vecteur 
ordinaire (*). 

Pour s’habituer aux notations, il est utile de faire la remarque suivante : les 
seconds membres des formules (435) se déduisent par contraction du tenseur ayant 
pour composantes a’ixh, lorsqu’on égale les deux indices h et k. Le résultat de cette 
contraction est la destruction d’un degré de contrevariance et d’un degré de cova- 
riance. Comme vérification, nous devons donc nous attendre à trouver dans les pre- 
miers membres des éléments simplement contrevariants. 

On obtient une interprétation analogue des deux autres tenseurs du second 
ordre, en étudiant : 

1° Les correspondances linéaires 

y * = a ik Xk 

qui permettent de déduire d’un vecteur X de l’espace E un vecteur Y de l’espace E' 
(ou si l’on préfère un doublet de l’espace E); et leurs coefficients a lk sont les compo- 
santes d’un tenseur doublement covariaut. 

2° Les correspondances linéaires 


IJ i _ (XikŒ*', 

qui permettent de déduire d’un vecteur X de l’espace E' (ou d’un doublet de 
l’espace E) un vecteur Y de l’espace E. Leurs coefficients a ^ sont les composantes 
d’un tenseur doublement contrevariant. 

Dans le développement de ces leçons, nous avons rencontré d’autres tenseurs. 
Tout d’abord, le déterminant, qui s’est présenté à nous comme une forme alternée 
de vecteurs, en nombre n égal à celui des dimensions de l’espace, cette forme étant 
linéaire par rapport à chacun des vecteurs. Les coefficients de cette forme sont les 
composantes d’un tenseur : parmi ces composantes, les seules qui ne soient pas 
nulles s’obtiennent en attribuant aux indices (qui sont des indices de covariance) des 

(1) C’est ainsi que moyennant des considérations métriques, nous avons vu apparaître 
dans l’étude infinitésimale du premier ordre des champs vectoriels un tenseur important, 
la déformation pure. 
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valeurs distinctes, c’est-à-dire en prenant pour l'ensemble de ces indices une permu- 
tation des n premiers nombres entiers. La composante obtenue est alors dh 2)> en 
appelant 2) la valeur du déterminant, suivant que la permutation considérée est paire 
ou impaire. Toutes les composantes d’un tenseur de cette nature sont donc des zéros 
ou des nombres de même valeur absolue (n 01 34 et suivants). 

Dans l’étude générale d’un système d’équations linéaires s’est présenté à nous le 
problème suivant : étant donnés p vecteurs OA,, ..., OA p qui déterminent une mul- 
tiplicité M p (et par suite ne sont contenues dans aucune multiplicité d’ordre < p), 
rechercher si l’étendue 

(OA,, OA,, • . . , OAp) 

est nulle ou différente de zéro. On suppose essentiellement la multiplicité M p plongée 
dans un espace E dont le nombre n des dimensions surpasse p (n° 46). 

Pour résoudre ce problème, nous avons envisagé l’étendue d’ordre n déterminée 
par les/? vecteurs précédents et par n — p autres arbitraires OA p + i OA«. Nous 
avons donc introduit une forme invariante et alternée de ces n — p vecteurs supplé- 
mentaires, linéaire par rapport à chacun d’eux. Nous avons donc encore mis en jeu 
un tenseur, et, à ce point de vue, les déterminants caractéristiques du théorème de 
Rouché sont purement et simplement certaines composantes d’un tenseur alterné. 

Nous avons rencontré aussi un exemple où la contraction menait à un résultat 
qui a été établi autrement. Soit une transformation vectorielle linéaire définie par les 
équations schématiques 

Xi — a\x k . 

Après contraction, le tenseur des a'{ donne naissance à un invariant, la somme de 
terme général a\. Appliquons ce théorème à un champ vectoriel V (M) en portant 
notre attention sur la correspondance linéaire qui s’exerce entre dM et dV. L’inva- 
riant précédent devient précisément égal à la divergence du champ. 

242. Les tenseurs au point de vue métrique. — Passons de la 
géométrie linéaire à la géométrie métrique. A chaque doublet A, on peut faire 
correspondre univoquement un vecteur d>, orthogonal aux plans de ce doublet, et 

d’expression d» = - , a désignant la distance de ces plans, u une unité vectorielle per- 

pendiculaire ; la forme représentée par A prend ainsi, pour chaque vecteur V, une 
valeur égale au produit scalaire V. d>. On se ramène donc, en définitive, à la consi- 
dération d’une seule classe de tenseurs du premier ordre, les vecteurs. La dualité, au 
lieu de s’exercer entre vecteurs et doublets, se manifestera alors entre deux modes 
de représentation des vecteurs, l'un contrevariant, l’autre covariant. Sous cette 
forme, cette dualité a été soulignée aux n°* 78 et 79. 

Pour plus de netteté, reprenons entièrement cette question en en éliminant toute 
donnée intuitive. Notre hypothèse fondamentale est l’invariance de la forme métrique, 
définie et positive 

(426) 


2T = g ik XiX k , (g il{ = g'") 
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ou, cela revient au même, l’invariance de sa forme polaire 

g ik Xiy k . 

2T exprime le carré de la longueur du vecteur (æ<), et sa forme polaire le produit 
scalaire des vecteurs (#<) et (y { ) ('). En ordonnant ce dernier par rapport aux y k , on 
peut l’écrire schématiquement x k y k avec 

(427) x k = g ih Xi ou = — . 

L’invariance de la somme x k y k entraîne la covariance des x k , donc l’existence d’un 
doublet associé au vecteur x { . Convenons de faire correspondre à ce doublet un vec- 
teur <ï>, tel que la valeur de la forme du doublet pour le vecteur V soit égale au 
produit scalaire d>. V. D’après les hypothèses qui précèdent, le vecteur <I> sera préci- 
sément confondu avec le vecteur (a?,). Donc, nous sommes conduits à regarder le 
système (427) comme fournissant un mode covariant de représentation de ce dernier 
vecteur. 

Résolvons les équations (427) par rapport aux quantités a?,. Nous en tirons de 
nouvelles équations 

(428) Xi — g ik x k , 

où Qih s’obtient en divisant par g, valeur du déterminant des g*, le coefficient de 
l’élément g ik lui-même dans le développement de ce déterminant par rapport à la 
ligne de rang i. En vertu de la symétrie de la forme fondamentale, les substitutions 
(427) et (428) sont à la fois opposées et inverses. 

Les équations (428) conduisent à une nouvelle expression de la forme métrique 

(429) 2T = g ik x<x k , 

qui fait appel à la forme quadratique adjointe de la forme (426). 

Il importe de signaler le cas particulier où les variances opposées seraient iden- 
tiques. S’il en est ainsi, on a nécessairement, d’après (437), 

g u — i et 9' k — 0 (ï^Æ). 

Les relations (428) montrent qu’on a aussi 

gu = i et gi k = 0 (i^/c). 

La forme fondamentale coïncide alors avec son adjointe et son expression développée 
est 

x] •+• x\ -4- x 

Ce cas est le seul où la distinction entre contrevariance et covariance disparaisse. 

Les formules (427) et (428) sont d’un emploi fréquent : elles réalisent le passage 
des composantes contrevariantes d’un vecteur à ses composantes covariantes, et vice 

(t) Cette notation abréviative, qui consiste à désigner un vecteur par une de ses compo- 
santes, de rang arbitraire, sera assez souvent utilisée par la suite. 


Bou ligand. — Géométrie vectorielle. 
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versa : ou encore, au point de vue formel, elles permettent l 'élévation et l’aùame- 
ment de l’indice. 

243 . Passons aux tenseurs d’ordre supérieur. Les tenseurs d’ordre un étant 
ramenés à un seul type, la même réduction est possible pour les tenseurs d’ordre deux 
(qui font correspondre linéairement deux tenseurs du premier ordre), pour les ten- 
seurs d’ordre trois (qui font correspondre linéairement à un tenseur du second ordre 
un tenseur du premier), et ainsi de suite. 

Cela posé, envisageons un tenseur d’ordre n, défini par opposition, c’est-à-dire 
par l’intermédiaire de la forme invariante écrite schématiquement 

a k h l ij u h v i wjx h y l 

(sur l’exemple actuel n = 5). L’une de ses composantes ajf a même variance que le 
monôme 

(430) 

corrélatif du monôme 

(431) u h vhvix k ]ji. 

Cela posé, la forme invariante précédente dépend linéairement des cinq vecteurs 
U, V, W, X, Y. On pourra à volonté adopter pour la représentation de l’un quel- 
conque de ces vecteurs le mode contrevariant ou le mode covariant. Si l’on passe de 
l’un à l’autre, il faudra effectuer dans le monôme (431) un ou plusieurs déplace- 
ments d’indices, et, par suite, dans le monôme corrélatif (430) les déplacements 
inverses. Opérons par exemple dans le monôme (431) l’abaissement de l’indice h, en 
même temps que l’élévation des indices k et l. Le monôme corrélatif subira l’élévation 
de h, l’abaissement de k et de L Sa nouvelle valeur s’écrira donc schématiquement 

la sommation étant faite pour l’ensemble de toutes les valeurs que peuvent acquérir 
r, s, t. La communauté de variance de afâj et du monôme (430) exige que l’on ait 
aussi 

(432) a’ifij == grh9 xk g ,l aïj tt , 

d’où la règle suivante : 

Dans l'écriture schématique , V abaissement ou l'élévation de chaque indice 
s'opère comme si cet indice était isolé. 

D’après la déGuition des tenseurs par opposition, les g ik sont les composantes 
d'un tenseur. Â chaque forme bilinéaire de deux vecteurs, il correspond une trans- 
formation linéaire, définie de la manière suivante. Soit y (V, VJ la forme donnée : 
la transformation fait correspondre au vecteur V t un vecteur V[, tel qu’on ait l’identité 

X (v, vj=v.v;. 

Si nous prenons en particulier pour y (V, VJ la forme polaire de la forme métrique, 
V' coïncidera avec V v La transformation linéaire qui correspond au tenseur des g ik 
est donc la transformation identique. 
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Les équations (427) et (428) expriment, sous une autre forme, le même fait. Elles 
définissent une transformation linéaire par laquelle les composantes (d’un certain 
mode) d'un vecteur sont définies en fonction des composantes (de l’autre mode) du 
même vecteur. Cette transformation est donc bien la transformation identique. Il en 
résulte immédiatement que les composantes mixtes du tenseur fondamental (c’est-à- 
dire du tenseur composé, dans le mode doublement covariant, des g ik ) ont les valeurs 

3l = 0 pour i^zk. 

C'est d’ailleurs ce que l’application de la règle d’abaissement de l’indice pouvait faire 
prévoir. Cette règle donne en effet 

u 

Or le second membre est égal au quotient par g du développement de ce déterminant 
si l’on a i — k; il s’annule si i et k sont distincts. 

Un nouvel abaissement d’indice montrerait de même que les composantes double- 
ment contrevariantes du tenseur fondamental sont précisément les g ik . 

Bien entendu, l’élévation et l’abaissement consécutifs d’un même indice donnent 
un effet résultant nul. Il est facile de le vérifier grâce à la règle de calcul qui permet 
d’effectuer ces déplacements. En effet, de x k on passe par un abaissement à S g ik x it 

puis à 

ESflTitf** =2 (S g ih g ik )x h . 

i h h i 

C’est seulement pour h — k que la parenthèse n’est pas nulle; comme elle est alors 
égale à l’unité, on retrouve x H . 

244. Extension du produit vectoriel. — D’une forme bilinéaire de deux vec- 
teurs V et V\ on déduit, par un processus invariant, une autre forme analogue en 
échangeant ces vecteurs. Donc, de la définition des tenseurs par opposition, il résulte 
que si les c,* sont les composantes d’un tenseur doublement conlrevariant, il en est 
de môme des c ki . 

Soient alors deux vecteurs (o<) et (6<). Les nombres c ik = a A constituent, d’après 
la règle de multiplication, les composantes d’un tenseur doublement conlrevariant. 
La même conclusion s’étend donc aux et, par soustraction, aux quantités 

fl A — flfc^i, 

qui forment un tenseur alterné. Dans l'espace à trois dimensions, ce tenseur a trois 
composantes nulles, et six autres non nulles, deux à deux opposées. Après avoir 
choisi pour le déterminant | a iy b if | un signe déterminé, on pourra dans un système 
fondamental orthogonal et normal (qui comporte la fusion des variances contraires), 
faire correspondre à ce tenseur le vecteur dont les trois composantes sont a 3 b i — a 3 b ir 
a 3 b v — a l b i , afa — 6,a r C’est le produit vectoriel des deux vecteurs donnés, lequel 
fournit une représentation de l’aire du parallélogramme construit sur ces vecteurs. 
Dans l’espace à plus de trois dimensions, la représentation de cette aire par un vec- 
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teur 'unique devient impossible : il faut conserver le tenseur précédent. La notion 
ordinaire de produit vectoriel a donc un caractère assez factice; elle perd une grande 
partie de son importance lorsqu’on adopte le point de vue du calcul tensoriel. 


II 

Sur les multiplicités de Riemann à plus de deux dimensions. 

245. Construction d’une géométrie riemanienne à n dimen- 
sions. — La construction d’une géométrie localement euclidienne a été exposée 
aux n°‘ 209, 210, 211, 213, pour le cas de deux dimensions. On passe au cas d’un 
nombre quelconque de dimensions par une généralisation toute naturelle. Suivant 
qu’on considère ou non comme possible le transport d’un étalon de longueur, sans 
altération, on obtient une géométrie conforme au point de vue de Riemann, ou au 
point de vue de M. Weyl. 

Dans la suite, nous nous bornerons à étudier des multiplicités riemaniennes. Une 
telle multiplicité sera caractérisée par le carré de son élément linéaire, que nous 
écrivons sous forme schématique 

(433) ds 8 = g ik dxidx k , 

en sous-entendant dans le second membre une double sommation par rapport aux 
indices i et k. Celte entrée en matière marque notre intention de recourir aux nota- 
tions du calcul tensoriel. De fait, les calculs qui nous seront nécessaires s’exercent 
symétriquement vis-à-vis des variables qui interviennent dans la représentation para- 
métrique de la multiplicité étudiée : c’est pour cela que l’appel aux indices réalisera 
par la suite une économie très sérieuse de temps et d’écriture. 

Comme au n° 210, nous appelons point un ensemble de valeurs (a?„ x 2 , . . . x n ). 
Nous définissons pareillement un vecteur infinitésimal <iM, puis l'opération de com- 
position linéaire des vecteurs infinitésimaux. En chaque point M, un vecteur quel- 
conque, fini ou infinitésimal, s’exprimera par une combinaison linéaire des vecteurs 

fondamentaux ... , Nous écrirons par exemple schématiquement 

(434) dM — ^-dxi, 

le second membre sous-entendant une sommation par rapport à l’indice i. 

La notion de vecteur en un point M de la multiplicité est un cas particulier de la 
notion de tenseur e n un point. Lors d’un changement de coordonnées 

® j — f i (afj j Xj . • •> 
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la variance simple qui correspond aux dx v dx r .., dx n est définie par des relations 
qu’on peut écrire schématiquement 

dx i — ^-dx k . 

C’est la contrevariance (*). L’autre variance simple, la covariance, se rencontre 
immédiatement à l’occasion du problème suivant : envisageons une fonction de point 
(ou un champ scalaire) sur la multiplicité. Si cette fonction est invariante, il en est 
de même de sa différentielle totale 

(435) df = ^dxi, 

donc les se transforment par covariance. La loi de cette transformation s’exprime 

u Xj 

schématiquement par 

?x ki 

ÏXi ÏX k ÏXi 

si nous posons — — = oc*, les deux modes simples et contraires de variance s’expriment 
dx k 

donc ainsi : 

mode contrevariant : Êi = a* S*, 

mode covariant : <j‘ = \ k , 

la seconde formule étant à résoudre par rapport aux \ k pour être mise sous la forme 
qui correspond à la première [aux notations près, on obtient ainsi des formules ana- 
logues aux formules (431)]. 

Un tenseur quelconque en un point M de la multiplicité se distingue alors par un 
caractère déterminé de variance, obtenu en composant un certain nombre de fois les 
deux modes précédents. Grâce à l’intervention des considérations métriques, un ten- 
seur possédera plusieurs modes de représentation. On passe des uns aux autres en 
appliquant la règle du n° 242, qui permet d’élever ou d’abaisser à volonté un indice. 
Le processus est toujours le même : on opère comme si cet indice était isolé. Or, dans 
ce cas, on obtient immédiatement 

dx k — g ik dxi , 
dxi = g ik dx k , 

en désignant toujours par g ik les coefficients de la forme quadratique adjointe du ds 2 . 

Appliquons cette règle du déplacement de l’indice au tenseur fondamental des g ik . 
C’est un tenseur doublement covariant. Nous aurons 

g ik = glg lk . 

(I) Elle s’oppose en effet, en vertu de (434), à la variance des vecteurs fondamen- 
DM 
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Cette égalité schématique, dont le second membre implique une sommation par rap- 
port à l’indice l, a lieu quelles que soient les valeurs des indices i et k. Cela exige 
qu'on ait 

9\ = i > 0i = ° P our 

Remarques. — 1° Le vecteur de composantes covariantes = s’appelle 

v OCi 

encore le gradient de la fonction de point, <p. L’égalité (435) peut s’écrire 

d(f = gradcp.cfM. 


C’est la généralisation immédiate de ce que nous avons vu au n° 217. 

2° Considérous un champ vectoriel. Soit X< l’une des composantes conlreva- 
riantes du vecteur du champ. Les lignes de champ sont définies par le système 


(436) 


da 


dx% 

x; 


dx n 
X„ * 


Considérons l’équation dont le premier membre s’écrit schématiquement 


(437) 

et qu’on peut écrire encore 

(438) 


X, 


*r z 

dC i 


o. 


V.grad/'=0, 


en désignant par V le vecteur du champ. Cette équation exprime la propriété sui- 
vante : 

La différentielle de f, prise le long d’une ligne de champ quelconque, est égale à 
zéro : autrement dit, le long d’une ligne de champ, la fonction f possède une valeur 
constante. Ainsi, pour obtenir une intégrale f de l’équation (437), on fera correspondre 
à chaque ligne de champ un nombre variant continûment avec cette ligne. 

Cette remarque explique le lien qu’on rencontre en analyse entre l'intégration 
du système (436) et celle de l’équation (437) (‘). 

246. Analyse tensoriellc sur une multiplicité de Riematm. — 
Nous venons d'indiquer la possibilité de généraliser la notion de gradient. Cela 
appelle une généralisation de la notion de rotationnel et du théorème de Stokes : c’est 
en effet par cette voie que nous avons montré l'équivalence des deux hypothèses 


rotV = 0 et V = gradcp, 

dans le domaine de la géométrie ordinaire. 

Soit un champ vectoriel V, nous désignerons par v l l’une de ses composantes 
covariantes. La quantité v l dx * est un scalaire invariant (on sous-entend une somma- 
tion par rapport à l’indice i). Considérons deux systèmes de différentielles d et S. 
Nous avons, en abrégeant, 

(439) B (v*dx i) — y’ S dx, H- ~ ofa,S;r*. 


(t) Cf. Gouasvr, Cours d’Analyse, t. II, n® 393. 
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Si nous échangeons ci et S, il vient de même 

(440) d ( v' B x t ) — v'd o Xi dx , S Xk 

v Xi 

[le second terme étant le terme général d’une somme, nous y disposons les indices de 
manière à mettre en évidence dans (439) et dans (440) des termes semblables]. Une 
soustraction membre à membre nous donne alors 


(441) o(v‘dXi) — d(v< Z xi] — Q^ — :> ” :c ')dx,Zx k . 

Puisque le premier membre est un invariant, les quantités 


(442) 


-'fc 


•W 


ïv k 

?ar, 


sont les composantes d’un tenseur du second ordre, doublement covariant. C’est le 
rotationnel généralisé. Pour que le champ V dérive d’un gradient, ou encore pour 
que la somme v'dxi soit une différentielle totale, il faut et il suffit que ce rotationnel 
généralisé soit nul. 

Voici maintenant la généralisation du théorème de Stokes. Traçons dans la mul- 
tiplicité étudiée une multiplicité à deux dimensions seulement : en langage analy- 
tique, définissons ar,, x v ... x n en fonction de deux paramètres X et pi, 

— Xj(X, p.j, x n ^=zx n (\ t (x). 

Nous dirons encore que cette multiplicité plus restreinte est une surface plongée 
dans l’espace constitué par la première multiplicité. Supposons qu’on délimite par 
une ligne fermée et sans point double une portion de cette surface, réductible par 
déformation continue à un point. Nous supposerons d’ailleurs la représentation 
paramétrique choisie de manière qu’une correspondance biunivoque soit réalisée 
entre la portion précédente de surface et une certaine aire (a) du plan des X, g 
(restriction provisoire qui s’élimine forcément du résultat final, puisqu’on manipule 
des fonctions du premier degré du contour limite, au sens de M. Volterra). Consi- 
dérons sur la portion de surface S le double système constitué par les lignes X = const. 
et par les lignes p. = const. Servons-nous des symboles d et 5 pour caractériser 
respectivement deux déplacements infinitésimaux, effectués à partir d’un point 
M de S, le long des deux lignes du réseau qui se croisent en ce point. Considérons 
l’intégrale double, écrite schématiquement 



Cette intégrale a un sens indépendant de la représentation paramétrique adoptée 
sur S : en effet, considérons un élément de cette intégrale, issu d’un petit rectangle 
du plan des X, p. ayant ses côtés parallèles aux axes. L’élément d’aire correspondant 
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de la surface S est un parallélogramme infinitésimal. L’intégrale précédente étendue 
à ce parallélogramme a pour valeur 


/ au 1 * * * ï v k \ 

\D X k D X i / 


dx.Zxit 


ou, en vertu de l’équation (441), 

o (Vdx.) - d(v‘o x,) = V«, . d ! M - V M . dM — (V Ml . S'M — V* . 5 M), 

expression à laquelle on peut substituer l’intégrale de 



contour 


P- 


d M 


étendue au périmètre de ce parallélogramme. Mais alors, 
puisque les deux intégrales précédentes sont des fonctions 
du premier degré du contour limite au sens de M. Vollerra, la proposition devient 
intuitive, et on peut écrire symboliquement et en notation abrégée 


(443) 


f£(pk ~ ï£) dx ‘ dXk — / V • rfM ’ 


en entendant désigner par le premier membre la valeur commune à toutes les inté- 
grales qui s’en déduiraient en exprimant les x en fonction de deux paramètres quel- 
conques X, [x, et en substituant au monôme dx a dx k le monôme — ~ d\ dp. 


Nous allons maintenant nous préoccuper d’étendre aux multiplicités riema- 
niennes les plus générales la notion de déplacement parallèle et celle de courbure. 

247. Théorie du déplacement parallèle. — Considérons un point 
M(ar t , a? 2 , ..., x n ) de la multiplicité étudiée, ainsi qu’un point M' infiniment voisin 
(aq-H- dx v ..., x n -h dx„). Concevons encore (comme au n° 211) une correspondance 
linéaire entre l’ensemble des vecteurs en M et l’ensemble des vecteurs en M', qui se 
réduise à la transformation identique lorsque M' vient se confondre avec M. Enappe- 
lant les composantes contrevariantes d’un vecteur en M, cette correspondance sera 


définie abréviativement par les équations 


(444) d\i = — TT lr dx a , 

dont les seconds membres sont, à l’exemple de ceux des équations (354), linéaires 
par rapport au vecteur cfM = MM' d’une part, par rapport au vecteur déplacé de 
l’autre. 

Nous dirons que la transformation infinitésimale (444) est un déplacement paral- 
lèle, si, au point M intéressé , il est possible d'annuler toutes les fonctions r»", 
ou fonctions caractéristiques d’un déplacement parallèle infinitésimal (*), par un 


(1) M. Weyl désigne ces fonctions par la locution : composantes de la connexion affine. 

Son idée essentielle consiste en effet après avoir établi en chaque point une géométrie 

linéaire des vecteurs de la multiplicité à mettre en connexion, par correspondance linéaire 

ou affine, l’ensemble des vecteurs en un point M et en un point infiniment voisin, et ainsi 

de proche en proche. 
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choix convenable de la représentation paramétrique. Imaginons uu changement de 
représentation qui réalise cette condition, obtenu en posant 

X, — X, (Xj, Xfy . . . , x w j. 

En remarquant que les & se transforment par la même substitution que les tfx,, 


nous aurons 


& = 


X t ? 

s/f> 

ÏX k 


d\i 


y-x. 


X k X'h 


Vkdxh, 


puisque, par hypothèse, les sont nuis. Mais alors, cela nous montre que les d\i 
doivent être des fonctions symétriques du vecteur cfM et du vecteur déplacé. Donc, 
pour que les TJ* soient les fonctions caractéristiques d’un déplacement parallèle infi- 
nitésimal, il est nécessaire que l’on ait 

ir-.vr 

1 i 1 j , 

Cette condition est d’ailleurs suffisante, car si elle est remplie, on peut toujours 
trouver n fonctions x, (x t , ... x„), telles qu’on ait, au point M, 

i si i = le , 

0 si i k) 


Dx r ?x, 

Il importe de remarquer que les quantités F'- 5 ne sont donc pas des composants 
tensoriels, sinon de leur annulation au point M dans un système particulier de coor- 
données résulterait leur annulation dans tous les systèmes. Elles admettent cependant 
même loi de variance qu’un tenseur doublement covariant par rapport aux indices r 
eU, simplement contrevariant par rapport à l'indice i, dès que chaque x L est une 
fonction linéaire de tous les x k (hypothèse en vertu de laquelle toutes les dérivées 
partielles secondes sont nulles). 

248 . Faisons maintenant intervenir les hypothèses métriques. Soit 

(445) ds 2 = g ik dx,dx k 

l’élément linéaire (écrit sous forme abrégée) de la multiplicité étudiée. Si nous pos- 
tulons que le déplacement parallèle n’altère pas la longueur d'un vecteur, les FJ* se 
laissent déterminer d’une manière unique. Soit £, l’une des composantes d un vecteur 
en M. Le carré de sa longueur a pour expression schématique 

(446) <i = = g ik U k . 

Après un déplacement parallèle infinitésimal, les composantes de ce vecteur sont 
devenues ij; -t- avec 

(447) d (h = T i ç r rfx 
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Annulons d£, ou, ce qui sera plus commode pour le raisonnement, la différentielle 
du produit scalaire de deux vecteurs distincts, de composantes respectives (£,) et 

(Q (’). 

dg* Un- -f- 9 <k (Z k dU -f- ldt k ) = O, 
ou, en tenant compte des relations (447), 

dg ik \&k = g ik V r i , \£ k dx, -+- g^r^^dx,. 

Rappelons encore que nous raisonnons ici sur des termes généraux de sommes, et 
que par suite, à ce point de vue, l’égalité schématique qui précède peut s’écrire tout 
aussi bien 

dg*llk = g^HliUdx, -+- g” Y k U k dx„ 

forme qui a l’avantage de mettre en évidence les termes semblables. Substituons au 
calcul des r** celui des nouveaux nombres r*»** tels que 


(448) 


pAr, u grkj^is 


En égalant les termes semblables, nous obtiendrons finalement l'égalité ordinaire 
(non schématique) 


(449) 


. pAc, *# pi, les 


Les rj* restent inaltérés par l'interversion des indices i, s. Il en est donc de même 
des T k ' u . Or celte interversion, opérée sur l’équation précédente, nous donne 


?g sk __ 


is -f- p*t ik 9 


Un échange de k et « dans la relation (449) donnerait enfin 

*\ f» is 

c ” —• p#, i‘Af p», ks 


Proposons-nous de tirer, des trois équations ci-dessus, la valeur de T*' ik . Si nous 
ajoutons les deux dernières membre à membre, il vient 


2 r *- ik (r *> ks r fci **) = -t- ^ • 

’ ?Xi ?x k 


Or la valeur de la parenthèse est donnée précisément par la relation (449). Il vient 
donc finalement 


(450) 


r..»=i/ , î£ + > -£_ 5 -2!*Y 

^x k 


(1) On évite ainsi les difficultés auxquelles peut donner lieu l’introduction d’une forme 
quadratique : le jeu des indices est mis plus clairement en évidence. 



SUR LES MULTIPLICITÉS DE RIEMANN A PLUS DE DEUX DIMENSIONS 315 

Les quantités r s ik ont été introduites pour la première fois par Christolïel, qui a 
employé pour les désigner une notation qui jette une note discordante dans le jeu 
harmonieux des indices du calcul tensoriel : Christoffel pose en effet 

(451) IV* = [*,*]. 

Il y a donc tout avantage à éviter l’emploi de celte notation. 

Pour calculer maintenant les fonctions caractéristiques d'un déplacement paral- 
lèle infinitésimal, il suffit de résoudre les équations (448) par rapport aux r r ij , ce 
qui donne, sous forme schématique, 

(452) I? = 0 W P'<*. 

Pour représenter les r* k , Gliristoffel a utilisé la notation 

(453) I?= J*/}, 

qui est bonne à conserver, parce qu’elle est compatible avec les conventions que nous 
avons faites sur la place des indices (‘). 

Les quantités r , ik sont fréquemment appelées symboles de première espèce, et 
les quantités ou j V* j symboles de seconde espèce. 

249 . Formation de tenseurs par différentiation. — Au cours de ces leçons, 
nous avons étudié, dans la géométrie métrique ordinaire, les éléments différentiels 
du premier ordre d’un champ scalaire ou d’un champ vectoriel, ou bien, si l’on pré- 
fère, d’un champ tensoriel d’ordre zéro ou d’ordre un. 

L’étude du premier ordre d’un champ scalaire a pour résultat la mise en évidence 
d’un champ vectoriel, le champ de son vecteur gradient. De même l’étude d’un 
champ vectoriel conduit à définir en chaque point de l’espace une transformation 
vectorielle linéaire. Ainsi, dans la géométrie ordinaire, nous avons déjà vérifié, dans 
deux cas particuliers, le résultat général suivant : 

L'étude du premier ordre d'un champ tensoriel d'ordre n conduit à la défi- 
nition d'un champ tensoriel d'ordre n-t- 1. 

Une nouvelle confirmation de cet énoncé a d’ailleurs été donnée aussi (section VIII 
de la troisième partie) lorsque nous avons dit un mot des champs scalaires et des 
champs vectoriels sur une surface. Bien plus, au n° 246, nous avons étendu la notion 
de gradient d’un champ scalaire à une multiplicité riemanienne quelconque. Nous 
avons montré que si, dans le mode de représentation choisi, la fonction scalaire 
étudiée a pour expression cp (x v x 2 , . . ., x n ), son gradient a pour composantes cova- 
riantes 

3 ® ? cp ? cp 

L- . • • • j L — • 

2>X i ?X n 

(!) Sur la place occupée par les indices, nous avons jugé opportun de faire la convention 
inverse de celle qu’emploient la plupart des auteurs. Gela permet en particulier de con- 
server aux symboles de Christoffel de seconde espèce (les plus employés) leur notation 
classique. 
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Ce que nous avons ainsi réalisé pour un champ lensoriel d'ordre zéro, il s’agit de 
le généraliser à un champ tensoriel d’ordre n, et d’en déduire, par un processus inva- 
riant de différentiation, un nouveau champ tensoriel d’ordre n -+- 1. 

Déjà, ce que nous avons dit au n° 220 nous montre qu’on est tenu de prendre 
certaines précautions en la matière. Une idée se présente naturellement à l’esprit : 
soit li la composante contrevariante de rang i d’un champ vectoriel. On peut se 


U 

demander si les nombres — ne constitueraient pas un tenseur mixte d’ordre deux. 

ïx k 1 


S’il en était ainsi, les quantités d\i seraient les composantes d’un vecteur contre- 
varianl : or la théorie du déplacement parallèle nous montre immédiatement l’absur- 
dité d’une telle supposition. Considérons en effet le cas particulier où le champ vec- 
toriel étudié serait stationnaire en M, c’est-à-dire où on passerait du vecteur du 
champ en M au vecteur du champ en un point M' infiniment voisin par un dépla- 
cement parallèle infinitésimal. Si les d\i formaient un vecteur, les T” formeraient 
eux-mêmes un tenseur. Ainsi la dérivation pure et simple des composantes (qui serait 
applicable dans un espace intégralement linéaire pour lequel les r” s’annulent en 
coordonnées rectilignes) n’est pas applicable sur une multiplicité de Riemann. 

Dans le même ordre d’idées, et avant d’aborder la solution du problème, faisons 
encore la remarque suivante. Soit une multiplicité riemanienne rapportée à une cer- 
taine représentation paramétrique. En un point de cette multiplicité, nous avons uti- 


lisé les vecteurs fondamentaux 


Æ 

dXi 


et montré la légitimité de la formule 


i., , 

«M = — dxu 

J Xi 

le second membre impliquant une sommation par rapport à l’indice i. Cette formule 
fournit, en un point déterminé de la multiplicité, une représentation géométrique 
d’un vecteur infinitésimal quelconque. Mais comme nous n’avons pas défini, sur 
notre multiplicité, la dérivation géométrique des vecteurs, nous devrons nous abs- 
tenir d’appliquer à cette égalité vectorielle les méthodes de différentiation géométrique 
applicables aux vecteurs de l’espace ordinaire ( l ). 

250 . C’est de la définition tensorielle par opposition et de la théorie du dépla- 
cement parallèle que nous allons déduire le processus de différentiation cherché. 


(1) Soit une surface lieu du point M (X, g). Les vecteurs fondamentaux sont 


Soit V un etiamp vectoriel quelconque 

V = 


1 Yk 


, ?M 

Y 


<vm .ni 
?x ’ Y • 


h et k étant dos fonctions de X et de p.. Si l’on applique le processus de la dérivation 
géométrique à cette égalité, c’est qu’on suppose cette surface plongée dans un espace 
euclidien, et alors la différentiation effectuée est celle que nous avons envisagée au début 

de la troisième partie de ces leçons. 11 importe alors de remarquer que les vecteurs 

gy-j-, yf* qui naissent de cette différentiation ne sont plus situés dans le plan tangent à 
la surface : ce ne sont plus des vecteurs de cette multiplicité. 
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Puisque nous nous plaçons au point de vue métrique, nous pouvons toujours sup- 
poser que tous les indices aient été élevés dans les composantes du tenseur. Écrivons, 
pour fixer les idées, le tenseur attaché à la forme invariante 

Calculons la variation infinitésimale subie par lorsque les deux vecteurs (£,), 
(7)k) subissent à partir du point M un déplacement parallèle infiniment petit. Nous 
obtenons 

d ^ = — r^dx, — cp^.T^ïirCfar, — ÿ\ k Y , i , ï, r dx t . 

V g 

Dans le second membre sont écrits les termes généraux de trois sommes : modifions 
dans les deux derniers le rôle des indices de manière à réaliser la coordination des 
termes semblables. 11 vient 


Nous obtenons le résultat suivant : 

Les fonctions 

( l>ik _ Lj — cf rA T' v (sommation par rapport à r) 

iïx s 

sont les composantes d’un nouveau champ tensoriel, dont l’ordre s’est élevé d’une 
unité, par l’apparition d’un indice supplémentaire de covariance, d’où le nom de 
dérivation covariante souvent donné à celte importante opération. 

Pour compléter cet exposé, examinons le cas où, dans le tenseur initial, se pré- 
senteraient des indices des deux modes. Pour un vecteur défini dans le mode con- 
trevariant, les formules du déplacement parallèle sont 

dti = — r^ r cfx s . 


Or, nous avons, dans tout déplacement parallèle, 


et par suite 
d’où 


d(U 0 = 0, 

w-+-ws.= o, 


établissons la coordination des indices pour la mise en évidence des termes semblables. 
Il vient 




Cette identité par rapport aux £< exige que 

dV=TrVdx r 
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Cette formule permet alors d’effectuer la dérivation covariante d'un tenseur dont les 
composantes sont écrites dans un mode absolument quelconque. 

Soit par exemple le champ tensoriel des <$. On écrit 

d’où 

dÿ = — 5p$rr*ç,T] r tt*y 

L^i 

-h ŸiF k r %t\j ur V l H" tàr%^U k V*Ÿx,. 

En établissant la coordination des indices, on obtient le nouveau tenseur 

n = ^ 

D’où la règle suivante : 

On corrige le terme obtenu après la dérivation pure et simple de termes complé- 
mentaires, formant des sommes en nombre égal à l’ordre du tenseur initial. Ces 
sommes sont formées par contraction à partir des résultats de multiplication des com- 
posantes du tenseur initial par les fonctions caractéristiques, avec le signe ( — ) 
lorsque la destruction d’indice s’exerce sur un indice de covariance du tenseur 
initial, et le signe (-h) dans le cas contraire. 

Remarque. — La dérivée covariante du tenseur fondamental des g ik est iden- 
tiquement nulle. En effet, lors d’un déplacement parallèle des vecteurs (£<) et (tj,), 
l’invariant représenté schématiquement par g ik Ç* tj* conserve une valeur constante. 
Sa différentielle est donc identiquement nulle. Or c’est de celte différentielle que 
nous avons déduit, par opposition, le tenseur dérivé du tenseur des g ik : ce tenseur 
dérivé est donc lui-même identiquement nul. 

251. Le calcul différentiel absolu. — L’étude systématique de la déri- 
vation covariante et des lois de composition de cette opération avec celles de l’algèbre 
tensorielle a conduit MM. Ricci et Lévi-Civita à inaugurer une méthode de calcul 
extrêmement précieuse dans toutes les recherches relatives aux multiplicités riema- 
niennes. On lui donne le nom de calcul différentiel absolu ( ! ). 

Ainsi que nous venons de l’indiquer, la dérivation covariante permet de passer 
d’un tenseur à un autre tenseur dont l’ordre s’est accru d’une unité. On peut dire 
aussi, et c’est là un point de vue commode dans certains raisonnements, qu’elle 
permet de passer d’un tenseur initial et d’un vecteur unité (liés à un même point de 
la multiplicité) à un autre tenseur de même ordre (également lié à ce point). Le 
second tenseur constitue une dérivée covariante du premier, dans la direction du 
vecteur unité dont il vient d’être question. 

Grâce à ce point de vue, que nous avons déjà rencontré plus ou moins explici- 
tement ( 2 ), on peut dire : 

(1) Nous ue pouvons ici que mentionner la récente et remarquable thèse de M. René 
Lagrange sur cet important sujet ( Annales de Toulouse, 1923). 

(2) C’est effectivement cet ordre d’idées que nous avons adopté pour obtenir, au numéro 
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(Jn vecteur , et plus généralement un tenseur d'ordre quelconque , subissent 
un déplacement parallèle si leur dérivée covariante, prise suivant la direction 
du déplacement du point d'application , est nulle. 

Soit 0 un tenseur quelconque. Nous représenterons par 2 >a 0 sa dérivée cova- 
riante prise dans la direction A. Si le tenseur est d’ordre zéro, c'est-à-dire se réduit 
à un scalaire, la dérivée covariante s’identifie avec la dérivée ordinaire. 

Cela posé, pour établir les règles du calcul différentiel absolu, on se ramène aux 
régies correspondantes du calcul différentiel ordinaire, en recourant toujours à ce 
principe qui nous a servi de point de départ : 

Pour faire subir à un tenseur 0, dans la direction A, une dérivation covariante, 
on fait correspondre à 0 un scalaire variable, en lui opposant des vecteurs astreints à 
un déplacement parallèle. Le scalaire F ainsi obtenu sera une fonction bien déter- 
minée, le long d’une ligne tangente à A. La dérivation ordinaire, dans la direction A, 
appliquée à F, fournit une nouvelle forme invariante, linéaire par rapport à chacun 
des vecteurs figurant dans F, soit 2) a F. Cette forme 2) a F définit, par opposition, le 
tenseur dérivé 3 >a0. 

C'est par cette méthode qu’on établit les deux théorèmes suivants, qu’il nous 
suffira d’énoncer : 

I. La dérivée covarianle de la somme de plusieurs tenseurs est la somme de 
leurs dérivées covariantes. 

II. Soit un champ lensoriel 0, déduit par multiplication des champs tenso- 
riels 0 t et © â , 

0 = 0 t 0,. 

L'on a 


2)a0 = 0 2 c I'a0 1 H- 0 t ü)A0.». 


Non moins important est le théorème suivant : 

III. L'ordre d'une contraction et d'une dérivation covariante est indifférent. 

Nous laisserons au lecteur le soin de le vérifier sur des exemples. 

Voici des applications simples de ces théorèmes : 

1° Une élévation d’indice équivaut à une multiplication par le tenseur fonda- 
mental des g ik suivie d’une contraction. Or, la dérivée covariante du tenseur des g ik 
est nulle. De ce résultat et des théorèmes II et III, on conclut que l'ordre d'une élé- 
vation d'indice et d'une dérivation covariante est également indifférent. Môme 
résultat pour un abaissement d’indice. 

2° Soit le produit scalaire U. V. Il est formé à partir des deux tenseurs d’ordre 
un constitués respectivement par U et par V,à l’aide d’une multiplication, qui donne 

précédent, l’expression de la dérivée covariante. En effet, du tenseur variable nous ovons 
déduit une fonction scalaire, en lui opposant des vecteurs astreints à un déplacement paral- 
lèle infinitésimal. A cause de la non-intégrabilité de cette dernière opération, il est impos- 
sible de considérer ces vecteurs comme empruntés à dos champs donnés à l’avance. L’idée 
la plus intuitive sera donc de concevoir ce déplacement effectué le long d’une ligne déter- 
minée. La notion la plus primordiale est bien alors celle de dérivée covariante dans une 
direction. 
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un tenseur d’ordre deux, et d’une contraction. Les théorèmes II et III fournissent 
alors l’expression de sa dérivée dans la direction A 

® A (Ü.V) = U.®aV-hV.®aU, 


formule qui est identique à celle du calcul vectoriel dans l’espace euclidien. 
En particulier, la dérivée de U 2 sera 

2U.2)iU. 


252. Examinons sommairement la double dérivation d’un champ tensoriel, dans 
deux directions issues d’un point et caractérisées par les vecteurs unités (L) et (?),•). 

Prenons d’abord un champ scalaire f (x t , x. r .., £„). Sa dérivée, dans la direction 
du vecteur ($<), a pour expression schématique 



Donnons au point (aq, x 2 ..., x n ) un déplacement infinitésimal suivant le vecteur (r,,), 
et, en même temps, imprimons au vecteur (;,) le déplacement parallèle correspondant. 
La dérivée précédente subit un accroissement dont l’expression schématique est 


d 



: 

à 3C (à X fc 


*L- 

ÏXi 


Xidx k — ^riytjx*. 


Une coordination d’indices fournit dès lors l’expression schématique delà dérivée 
cherchée 


?x u ?x v 


£u'f)u 1 


. r v, 


De sa symétrie par rapport aux deux vecteurs (£„), (nq,,), on conclut à la possibilité 
d’intervertir, pour un champ scalaire, l’ordre de deux dérivations. 

Mais c’est là un fait exceptionnel. Il ne se généralise ni aux champs tensoriels 
quelconques, ni même aux champs scalaires pour un nombre arbitraire de dériva- 
tions. 11 nous suffira de noter ce résultat pour mettre en garde contre des interver- 
sions a priori séduisantes et en réalité non légitimes. Le mode de raisonnement à 
employer dans ces recherches est d’ailleurs celui que nous venons d’appliquer à la 
double dérivation des champs scalaires. 

Cette impossibilité d’intervertir, en général, l’ordre de deux dérivations cova- 
riantes, donne un prix spécial à la remarque suivante. Convenons, lorsque x v aq..., 
x n sont fonctions d’un paramètre a, d’appeler dérivée covariante du vecteur (X*) par 
rapport à ce paramètre, le nouveau vecteur dont les composantes sont 





* q Doc 


Cette définition est naturelle puisque le vecteur (p., dx) représente l’excès géomé- 
trique sur le vecteur du champ en M (point obtenu pour la valeur a), du vecteur 
du champ en M' (point obtenu pour la valeur a -f~ dix) transporté en M parallè- 
lement à lui-même. Cela posé, voici la remarque annoncée : 
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Si M dépend de deux paramètres s et a, de manière à décrire, au sein de la multi- 
plicité étudiée, une sous-multiplicité bidimensionnelle, ta dérivée covarianle du 
. J>M 

vecteur — par rapport au paramétré <x est égale à la dérivée covariante du 
dM 

vecteur — par rapport au paramètre s. 

En effet, 1 expression commune de ces deux dérivées a pour forme schématique 


» _j_ i ? x p ami 

<XX?S * !*S ?tX ' 


253. Variation infinitésimale de la longueur d'un arc. — La remarque 
précédente permet de calculer la variation infinitésimale de la longueur d'un arc de 
courbe et de montrer que le résultat a une forme tout à fait analogue à celle que 
nous avons obtenue dans l’espace euclidien. 

Soit s l’abscisse curviligne d’un point sur la courbe initiale. Sur toutes les courbes 
variées possibles, nous prélevons une famille à un paramètre a, la courbe « = 0 
coïncidant avec la courbe initiale. Le passage de celle-ci à une courbe variée infini- 
ment voisine est défini en donnant, le long de la courbe initiale, le vecteur en 

i'' « 

fonction de s. Gela posé, la dérivée de l’intégrale 



ds 


par rapport au paramètre a, pour la valeur a = 0, sera 


X 


*dM 

ds 


. 2 ), 


<ZM . 
S ds ’ 


où nous avons omis d’écrire le radical en dénominateur, dont la valeur est l’unité, et 
où nous avons désigné par 3)„ une dérivation covariante par rapport au paramètre a. 
Or, d’après ce qui précède, 


2)* 


d M 
ds 



et par suite 


cM rfM _ 
ds • “ ds~ 


S>.( : 


d M 
ds 



t'a 


11 en résulte que la variation cherchée, qui s’obtient en multipliant par oa, 
pour expression finale 


T b .SB 


T a .SA- 



aura 


en employant exactement les mêmes notations qu’en géométrie euclidienne. 

En particulier, l'intégrale disparaît de l’expression précédente le long des lignes 
telles que l’on ait 



Boultgand. — Géométrie vectorielle. 


21 
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ou encore telles que le vecteur unité de la tangente se déplace parallèlement le long 
de ces lignes. Nous continuerons à appeler géodésiques les lignes possédant cette 
propriété. 

254. Lignes géodésiques. — Les lignes géodésiques sont indifféremment, 
d’après ce qui vient d’être dit, celles le long desquelles le vecteur unité de la tangente 
subit un déplacement parallèle, ou celles qui annulent le terme intégral de la varia- 
tion première de la longueur d’un arc. Si nous continuons à désigner par s l’abscisse 
curviligne d’un point M sur une telle ligne, les coordonnées a? t , a? 2 ..., x n de ce point 
seront des fonctions de s satisfaisant au système différentiel suivant (forme schéma- 


tique) : 
(454) 


n ik dXh 

9 ds ds ~ 


1 , 


(455) 


d*x r —jiç dxj dx k 

ds* r Us ds 


La sommation doit être effectuée dans les premiers membres par rapport aux indices i 
et k. En outre, il y a lieu d’écrire l’équation (455) pour les valeurs 1,2 ..., n de 
l’indice r. Pour déterminer une intégrale du système ci-dessus, on donnera pour 

dcc 

une valeur déterminée de s, les valeurs de a? t , a? 2 ..., x n et celles des dérivées ..., 
dx 

ces dernières étant astreintes à satisfaire à la condition (454). La solution 

dépend donc de 2n — 1 constantes arbitraires. Mais puisque s ue figure pas explici- 
tement dans les coefficients des dérivées, l’une de ces constantes s’introduit additi- 


vement à côté de s, sous la forme a -h G. Les lignes géodésiques dépendent donc en 
définitive de 2 n — 2 constantes arbitraires. 


De la formule de variation de la longueur d’un arc, on tire des conséquences 
pareilles à celles que nous avons rencontrées en théorie des surfaces. Prenons, au 
sein de la multiplicité étudiée, une sous-multiplicité E P à n — 1 dimensions, et, par 
chaque point P de 2 P , menons la géodésique orthogonale à £ P . Ces géodésiques 
forment un système à n — 1 paramètres. Portons sur chacune d’elles, à partir de P, 
un arc PM, de longueur déterminée. Le lieu de M est une multiplicité orthogonale 
aux géodésiques précédentes. On dit encore que les multiplicités Sa sont parallèles. 

Caractérisons chaque point M de la multiplicité initialement donnée par les n — 1 
nombres jouant le rôle de coordonnées curvilignes de P sur 2 P etpar l’abscisse curvi- 


ligne s = PM. L’élément linéaire de la multiplicité initiale sera lié à celui des multi- 
plicités par la fdrmule 

rfM 2 = ds* -h dJVF, 


en appelant rfM un vecteur infinitésimal quelconque de la multiplicité initiale, et^ t M 
un vecteur appartenant plus spécialement à S M . Il en résulte que sur chaque géodé- 
sique, un arc suffisamment petit possède la propriété de réaliser un minimum de la 
longueur dans le champ des lignes qui joignent ses deux extrémités, et en effet, 
l’intégrale 
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/> 

Les systèmes privilégiés de géodésiques à n — 1 paramètres dont il vient d'être 
question généralisent les congruences de normales de la géométrie ordinaire. Notons 
que les vecteurs unitaires tangents aux géodésiques d’un tel système forment un 
champ vectoriel, défini dans toute la multiplicité initiale, et que le vecteur du champ 
au point M a pour expression grad s. 

Celte propriété admet la réciproque suivante : soit , dans la multiplicité initiale, 
un champ scalaire 0, astreint à vérifier l'équation aux dérivées partielles (‘) 

(456) grad 2 ô = l. 

Les lignes du champ de vecteurs grad G sont des géodésiques. 

En effet, caractérisons un point M de la multiplicité initiale, d’une part au 
moyen de la valeur 0 M du champ scalaire 0 en ce point, d’autre part ii l’aide des n — 1 
paramètres qui caractérisent une ligne du champ gradO, ou, si l'on préfère, qui 
fournissent l’intersection P de celte ligne avec la multiplicité E|> lieu des points pour 
lesquels 8 = 0. En vertu de l’orthogonalité des multiplicités définies par Q=const. 
aux lignes du champ grad ô, on pourra mettre l’élément linéaire de la multiplicité 
initiale sous la forme 

dM* = KdV + d i M* t 

en supposant que rf t i\l désigne un vecteur situé plus spécialement sur une multipli- 
cité 0=const. La relation (456) exige que l’on ait K = l, car en se déplaçant le 
long d’une ligne de champ, d { M sera nul, et il faut que l’accroissement infinitésimal 
de l'arc soit égal à celui de 0. Donc, nous aurons simplement 

dW = dO 2 d t M 2 , 

formule qui entraîne pour les lignes de champ, sur chaque arc suffisamment petit, 
la propriété de fournir un minimum de longueur, et par suite d’annuler le terme 
intégral de la variation première. Ces lignes sont donc bien des géodésiques. 

255 . Tenseurs de courbure d'une multiplicité ricmanicnne. — 
Nous avons donné précédemment (n° 216) une définition intrinsèque de la courbure 
totale d’une surface au moyen de la théorie du déplacement parallèle. Faisons 
déplacer parallèlement un vecteur, de manière que son origine décrive un contour 
fermé C de la surface. Quel que soit le contour C l’angle dont le vecteur a tourné 
a pour valeur 



et cela définit implicitement la courbure totale. 

(1) L’équation (458) joue ici le même rôle que l’équation de Jacobi en Dynamique des 
systèmes. Si l’on connaît une intégrale complète de cette équation, on pourra en déduire, 
par des dérivations, les équations des lignes géodésiques en termes Unis. 
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C’esl dans un ordre d’idées analogie que nous allons définir les tenseurs de 
courbure d’une multiplicité riemanienne quelconque. Envisageons encore le dépla- 
cement parallèle d’un vecteur, lorsqu’on impose à l’origine de ce vecteur de décrire 
une courbe fermée. Après un tour complet, le vecteur aura pris une direction nou- 
velle, et par suite de l’accroissement du nombre des dimensions, un angle ne saurait 
suffire à déterminer cette nouvelle direction. 

Nous nous appuierons sur la propriété suivante. Soient V t , V 2 deux vecteurs, ou 
mieux leurs positions initiales, soient W u W 2 leurs positions finales. Le déplacement 
parallèle n’altère pas les éléments métriques du système V t , V 2 , qui est donc égal au 
système W p W 2 . Donc la correspondance entre la position initiale d’un vecteur en 
M, et sa position finale (après déplacement parallèle et circulation opérée sur C) est 
un déplacement ( l ) : soient V cette position initiale, W la position finale, nous poserons 

A V = W — V. 

Soient Ç« les composantes contrevariantes de V. Les composantes contrevarianles 
A de A V se déduiront de V par certaines équations linéaires 



Ce résultat est indépendant de la forme du contour C. Il est d'ailleurs manifeste que 
la grandeur vectorielle AV est fonction du premier degré du contour C (et d’un 
signe lié au sens de ce contour) suivant M. Volterra. On peut donc l’évaluer à l'aide 
de la méthode que nous avons utilisée au n° 247 pour étendre le théorème de 
Slokes. Cette méthode consiste à définir une surface passant par le contour C au 
moyen d’équations 

*i — a\(X, n), .... x n — x n (l, p.) 

et à décomposer celle surface, au moyen du double réseau des courbes À = const., 

p. = const. en parallélogrammes infiniment petits. Grâce à 
ce fait que AV est fonction du premier degré, il suffit de 
l’évaluer pour une circulation sur le périmètre d’un de 
ces parallélogrammes. 

Servons-nous, comme précédemment et dans la môme 
acception, des caractéristiques d et S. Remarquons immé- 
diatement que AV offrira les caractères suivants : 

1° ce sera une fonctiou linéaire des deux vecteurs d M et S M ; 

2° cette fonction linéaire sera également alternée. 

Cela étant, imaginons au point M un vecteur V, de composantes contrevariantes 
li. Faisons parcourir à son origine le petit vecteur MM 1 = 8M, le vecteur se dépla- 
çant parallèlement à lui-même. Au point M t , nous obtenons un vecteur M^, de 
composantes Ç< -f- 8Ç, et nous aurons 

8'i = — ITU^. 

(1) Cette affirmation a un sens précis, puisque les vecteurs en M de ta multiplicité étudiée 
ont mêmes relations mutuelles que les vecteurs d’une multiplicité linéaire, dontta métrique 
est donnée par la forme fondamentale (élément linéaire) en M. 
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Prenons la figure MM t Yj el faisons lui subir un nouveau déplacement parallèle, qui 
amène M, en M\ Nous aurons 


d{ SÇi) = — d VTl or, — V Hrdèx, 4- HT ] n ' u lx,dx v . 

En effectuant le déplacement parallèle le long du trajet MM 3 M', on serait conduit 
de même à la formule 

0 (dli) = — oTTlrdx, — VTlodx, 4- r''T" s ç ox,dx v . 


où nous avons écrit le dernier terme en effectuant la coordination d’indices qui 
permet d’établir entre les deux formules ci-dessus une correspondance par termes 
semblables. Pour avoir AV, il suffit de retrancher membre à membre, ce qui 
donne 


A<jj = iÇoVï'dx, — d r?ix t ) 4- (r? r r — 17 r;%,ox,dx 


d’où, en coordonnant les deux parties du second membre, 


A$i = 


ç„(sr Tdx v - dv?"ox. ,) 4 - (i? r;.'" — rr H*) L s 

Srv" \ 

l _l_> t_.i_ _4_ r rï r'»’ r rl ' U or dx 

?X 1 1 1 r L l 1 r J v . 


Les quantités 
(457) 


R"’ 1 


ïx, ?x v 


, 11H n«ü pu . 1 

1 ' a i 1 r * i J /• 


forment un tenseur du quatrième ordre, car en formant la somme de terme général 
C'A on obtiendra une forme linéaire invariante des quatre séries de variables 

C 1 , Çh, ox s , dx t . 

Le tenseur précédent a été obtenu pour la première fois par Riemann. On 
l’appelle communément tenseur de. Riemann- Christoffel. De ce tenseur, on déduit 
par une première contraction un tenseur du second ordre, dont une composante est 


R J 


V R 
wl 'u 


Soit Ri’ une composante du même tenseur écrite dans le mode mixte. Par une nou- 
velle contraction, on en déduit un invariant 

R = SR V „. 

On estainsi amené à considérer, pour une multiplicité ricmanienne, trois tenseurs 
de courbure, l’un réduit à un invariant R, fonction de point sur cette multiplicité, 
un autre du second ordre, et enfin un tenseur du quatrième ordre, qui engendre les 
deux précédents à l’aide de contractions. Le tenseur du second ordre joue un rôle 
importanffdans la théorie de la gravitation d’Einstein. 

266. Propriétés du tenseur de Riemann- Christoffel. — D’après la définition 
précédente, le tenseur de Riemann-Christoffel établit une correspondance linéaire 
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entre un vecteur V, en un point M de la multiplicité, et l’accroissement géométrique 
AV subi par ce vecteur, lorsque son origine accomplit un tour sur le périmètre du 
parallélogramme déterminé par les deux vecteurs 8M et dM d’origine M, le sens de 
cette circulation étant déterminé par l’ordre de ces vecteurs. D’après un résultat 
général indiqué au n° 81, la donnée de cette correspondance linéaire équivaut à 
celle de la forme bilinéaire 

V'.AV 

pour chaque paire de vecteurs V, V' liés au point M. Ce produit scalaire sera défini 
d’une part, en fonction bilinéaire de V et de V', d’autre part en fonction bilinéaire 
de 8M et de dM. Nous aurons donc 

(458) V' . A V = /XV, V', 8 M, dM), 

où f est une fonction linéaire de chaque vecteur dont elle dépend. 

Nous avons vu déjà que si on échange dM et SM, AV se change en — AV. Donc 
/est une fonction alternée de dM et de 3M. 

D’autre part, quelle que soit la paire de vecteurs V, V' liés à M, le produit sca- 
laire V. V' reste invariant dans le déplacement parallèle. Donc on a 

V.AV' = — V'.AV. 


Autrement dit, f est également une fonction alternée de V et de V'. 

Les coefficients de la forme f sont d’ailleurs les composantes du tenseur de 
Riemann, écrites en utilisant exclusivement le mode covariant : en effet, si le système 
fondamental en M était orthogonal et normal, tous les modes s’équivaudraient. Or, 
dans ce cas, les coefficients de la forme f seraient identiques à ceux de la transfor- 
mation vectorielle linéaire qui fait passer de AV à V, d’après la loi même de forma- 
tion du produit scalaire. Dans le cas général, les coefficients de / ont donc bien la 
signification que nous venons d’indiquer. Ces coefficients R“*> ,w sont liés aux R*”* 1 ’ 
définis par les relations (463), par les formules schématiques 

R“*'*° = g ik R?-**’, 

où le second membre implique une sommation par rapport à i, et qui s’obtiennent 
immédiatement en appliquant la règle d’élévation de l’indice. 

Les deux propriétés d’alternance que nous venons de mentionner entraînent les 
relations 

(459) R .<*, „• „ _ Rufr.t^ 

(460) R. t fr,*r_ — Rlcv.-u^ 


il y a un intérêt manifeste à rechercher la forme des R"*- * u . Parlons des relations 
(457) : 


p u,sv u i _ 

* ïx, 




r? 


put) pru put 
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La multiplication chémalique par g ik nous donne immédiatement 



, rs pt*u _ 

_ pA\rv pu* 

— - Y k ' uv — pA\ us p A, r* P“< pA.ro 

ir-i 

( pV l> pH« àQ** 

\ ‘ * ?x„, 

Reportons-nous maintenant aux formules 



. *9 V \ 

_ w) 

|, 

2 \ ïx u 

Ms ) 

f 

*f k —r i ' k '+v , <> is . 




11 vient, après coordination d’indices et suppression de termes opposés, 


(461) R****"» 


1/ 

2 \5x„ ?x. 


y-g uv 

?x,dx k 


yg ks _ 

ÏX U ?x v 


Jy us 
^ & k v 



uv 

r 


pr, ks 


pu* p r r 


Remarquons d'ailleurs que l’on a schématiquement ( x ) 

put: pr, A,* pr, ui’ p A'* 

ainsi que le montre la réduction des deux membres aux symboles de Chrislolïel de 
deuxième espèce, obtenue par l’abaissement d’un indice et la constatation que les 
termes semblables sont munis des mêmes coefficients. 

Il résulte de là que l’on a 

(462) l|i/A,.vr __ 

et on obtient ainsi, à côté des propriétés d'alternance traduites par les équations 
(459) et (460) une nouvelle et importante propriété. Son interprétation géométrique 
est immédiate. 

Alors que les propriétés d’alternance (459) et (460) exprimaient la dépendance 
linéaire du produit scalaire V'. AV vis-à-vis des aires des parallélogrammes construits 
sur les vecteurs V et V' d’une part, sur les vecteurs SM et </M de l’autre, la pro- 
priété (462) exprime que ces parallélogrammes jouent un rôle symétrique. 
Supposons que V et V' soient des vecteurs infinitésimaux, et qu’on ail 

V=o t M, V' = d t M. 

Notre propriété de symétrie peut se traduire par l’égalité suivante : 

d 1 M.A(o,M) = dM.A 1 (oM), 

en convenant d’employer la caractéristique A pour désigner un accroissement géo- 
métrique obtenu par description du parallélogramme déterminé par les vecteurs SM, 
rfM (ordre imposé), et la caractéristique A t pour désigner de même un accroissement 
géométrique obtenu par description du parallélogramme o,M, d t M (ordre imposé). 


(1) Toutes les égalités (461) et suivantes impliquout une sommation par rapport à l’indice r. 
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L’expression (457) des composantes mixtes du tenseur de Riemann-Christoffel 
permet de constater une autre propriété, qui se traduit par l’égalité 

(463) R"’ -+- R)' BM + R'/ u ‘ = 0 ; 

il suffit, pour la vérifier immédiatement, de remplacer chaque terme par sa valeur 
(457). Voici l’interprétation géométrique de cette nouvelle relation. 

Considérons trois vecteurs infinitésimaux 6 M, d M et ofJVi ( = V) liés au point M. 
Les égalités (463) signifient l’annulation de la somme géométrique des trois vecteurs 
suivants : 

4 ° variation éprouvée par t^M, lors d’un déplacement parallèle le long du péri- 
mètre du parallélogramme (oM, d M) (ordre imposé); 

2° variation éprouvée par oM, lors d’un déplacement parallèle le long du parallé- 
logramme (d M, d t \ M) (ordre imposé); 

3° variation éprouvée par d M , lors d’un déplacement parallèle le long du 
parallélogramme (cf t M, oM) (ordre imposé). 

Si l’on adopte exclusivement le mode covariant, les relations (463) s’écrivent 
encore 

(464) R ,<A> s ” -b R' ,f l, ‘ R ,A - us = 0. 

L’étude de ces relations est extrêmement importante. 

257 . Proposons-nous de dénombrer les composantes R uA ’ n ’ qui sont indépen- 
dantes. Un échange de u et k, ou de s et v n’a pour effet que de changer le signe. 
On prendra donc pour uk et pour sv les combinaisons, sans répétition (une répéti- 
tion entraîne l’annulation) de n lettres prises deux à deux. On a donc à considérer 
N systèmes de valeurs uk, et N systèmes de valeurs sv en posant 

n ( n _ 1) 

1N “ • 2 * 


D’autre part, l’échange de uk et de sv est indifférent. On a donc à considérer, 
d’une part N composantes où les combinaisons uk et sv sont identiques, d’autre part 
des composantes où la combinaison uk diffère de la combinaison sv. Le nombre de ces 

dernières est — — — . Au total, cela fait 

N (N 4-1) 

2 ‘ 


Mais il faut tenir compte de ce que les composantes sont liées par les relations (469). 
Or, il existe autant de relations distinctes de cette forme que de combinaisons sans 
répétition de n lettres 4 à 4, soit 

n(n — d) (n — 2) (n — 3) 

4! 


Le nombre maximum de composantes indépendantes du tenseur de Riemann- 
Christoffel est donc 

N(N -b 1) n (n — 1) (n — 2) (n — 3) n 2 (n 8 — 1) 

2 “ 24 “ 12 
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Ce nombre maximum est effectivement atteint, à la condition du moins de sup- 
poser que les g ik sont des fonctions des variables x t , j n choisies complète- 

ment au hasard. Admettant ce résultat dans le cas général, nous nous bornerons à le 
vérifier dans le cas des multiplicités à deux dimensions. 

71 ^ ( 7} ^ | \ 

L’expression — 1 se réduit alors à l'unité. Cela dénote, dans ce cas, 

l'impossibilité de réductions autres que celles que les raisonnements précédents lais- 
saient prévoir. On doit en effet s’attendre à obtenir un invariant et un seul, la cour- 
bure totale. Le calcul complet est d’ailleurs facile. écrivons l’élément linéaire 

ds~ — g u dx\ 2g x ' i dx l dx i -f- cj-~dx\. 

Les symboles de première espèce ont pour valeurs respectives ( *) 


nl.it ___ 1 ‘'' f/*' pi. n é 9 

2 ï.v L ’ ?.j 

pl,12 ^ 9 pi, 12 ^ 1 

~2?x i > ~ 2 

pl ,22 j, 7 1 ^.7 . p2,22 1 * 

?x 2 2 ?x\ ’ 2 

Les symboles de seconde espèce vaudront de même 


r n — Q ---1 

1 2g \ 9 

r 1 - — ~(q 22 - 

1 2g V ?a? 4 

T' 1 2*2 Jl /ç> „ 2 2 ‘\7 12 


P2 1, _ >\7 12 1 ‘\7 U 

?,l\ JX.y 

p2 12 ^ ^ U 


2 ?ar t ’ 


2 ïx. 


J ïx l J ?x 2 / - 2g \ J ?x L J ïx t J ? x 2 / 




1 


l TaVl 


2g V ïx t 




en posant 

° U 

3 gil gît 

Plaçons-nous, pour simplifier les calculs, dans le cas où l’on aurait 
9 tl = 1, 9 li = 0, = 

K- représentant le carré d’une fonction h (x t , x.,). Ou déduirait alors des relations 
précédentes 

0 = K-. 

Cherchons à déduire R 12 * 12 de la relation (461). Il vient, en écrivant tous les termes, 

J^12,12 ‘'“(h* ) pli pl.i2 pl2 p2,!2 pjl pl,22 _j_ pli p2,‘22 


1 ? 2 (K 2 ) 1 p(K*)V k > 2 K 

2 Dx* 4K 2 L^J èxf* 


(!) Comparer aux formules (127) de la section III de la troisième partie. 
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Dans ce cas particulier, nous obtenons donc la relation 



Cette quantité entre parenthèses est au signe près la courbure totale (n b 201). 

Les autres composantes du tenseur de Riemann-Christoffel, telles que R M ’ R 12 11 
seraient nulles. Soit donc un vecteur (Ç t , £,), à l’origine duquel nous faisons décrire 
le périmètre du parallélogramme construit sur les vecteurs (lx v 8:r 2 ) et (tfx, dx 2 ). 
Les composantes covarianles de son accroissement seront 

A; 1 = R ,2,2 ç 2 (Sa? 1 rfx 2 — Zx.^xf}, 

AS; 2 = — R 1 *’ 12 ç 1 (o# 1 eLr 2 — 8 x 2 dxf), 

ou, en désignant par y la courbure totale, 

A$ 1 = — g y | 2 (B rfa? 2 — o x 2 dxf ) , 

A$ 2 = g'ft l (ox i dx 2 — ox^dx,). 

Ces relations mettent en évidence les liens existant, dans le cas de deux dimensions, 
entre la courbure totale et le tenseur de Riemann-Christoffel. 

258. Cas des multiplicités euclidiennes. — Revenant au cas de n quel- 
conque, nous allons établir le théorème suivant : 

Pour qu'une multiplicité soit euclidienne, c'est-à-dire pour que son élément 
linéaire soit réductible à la forme 

dx'l -t- dx\ H- . . . -t- dx 2 n , 

il faut et il suffit que le tenseur de Uiemann-Christoffel s'annule en tout point 
de cette multiplicité. 

1° La condition est nécessaire. Car si la multiplicité est euclidienne, les g ik peu- 
vent être réduits à des constantes. Donc les symboles de Christoffel T'f et r'"’ - * sont 
nuis. D’après les formules (457), il en est donc de même des composantes sr du 
tenseur considéré. 

2° La condition est suffisante. En effet, si ce tenseur s’évanouit identiquement, 
les équations aux différentielles totales, écrites schématiquement 

d\i = — rrt dx„ 

sont complètement intégrables. On peut donc définir le transport parallèle fini, sans 
se préoccuper du trajet suivi pour aller de la position initiale à la position finale. Cela 
permet d’abord de définir dans la multiplicité un champ vectoriel uniforme : un tel 
champ s’obtient en prenant un vecteur M 0 V 0 de la multiplicité, en un point M 0 de 
celle-ci, et en le transportant parallèlement à lui-même en tout autre point M. Les 
lignes de champ ( i correspondantes sont des géodésiques. D’ailleurs, d’un champ 
uniforme, on déduit par dérivation covariante un tenseur d’ordre deux 
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qui se réduit identiquement à zéro. Donc le rotationnel généralisé T ifc — T A| d'un 
champ uniforme est nul. Par suite un tel champ peut s’écrire grad 0. 

Soit donc un champ uniforme, dérivant de la fonction scalaire 0. Les lignes if de 
ce champ sont des géodésiques orthogonales aux multiplicités 0 = const. Envisageons 
sur deux quelconques de ces multiplicités, la correspondance entre les points situés 
sur une même ligne Nous allons établir qu’elle est isométrique. 

En effet, si nous posons x v — 0 et si nous prenons pour lignes de coordonnées les 
lignes Sf, nous aurons pour la multiplicité initiale un élément linéaire 

g ik dxidxk 

tel qu’on ait 

(466) g n = 1, g il = 0 pour ir£l. 

Mais cet élément linéaire possède en outre d’autres propriétés, que nous allons 
obtenir en exprimant que les lignes :f sont parallèles, ou, ce qui revient au même, 
que le vecteur normal aux multiplicités 0 = const. subit, lors d'une variation de son 
origine sur l’une de ces variétés, un déplacement parallèle. Or ce vecteur a pour 
composantes, dans le système adopté, 1, U, . . ., 0. Donc les hypothèses 

dx l = 0 , l, = . . . = = O, 

doivent entraîner, quel que soit ?, = Donc tous les r‘\ pour les valeurs de s 

différentes de 1, doivent être nuis. En vertu de la relation 


tous les r*' 4s doivent aussi être nuis pour s^=. 1. Or nous avons 


2r M< 


?g 

; •-*— -|~ 

l'Xg 


?x t ?x k * 


Le premier terme du second membre disparait en vertu des relations (472). Il en 
est de même du troisième terme, puisque s est 1. Finalement, on doit donc avoir, 
pour 1 , 


relation qui montre que les g ik non nuis (autres que g u = 1) devront être indépen- 
dants de a?,. C’est bien ce que nous avions annoncé: toutes les multiplicités 0 — const. 
sont rencontrées par les géodésiques ff en des points liés par une correspondance 
isométrique. 

La démonstration peut alors être considérée comme achevée, si l’on fait appel au 
raisonnement par récurrence : en effet les multiplicités 0= const. possèdent la pro- 
priété de contenir entièrement les géodésiques de la multiplicité initiale, qui se 
présentent comme lignes de champ des champs uniformes orthogonaux au champ 
grad ô. En effet, les vecteurs de tels champs appartiennent aux multiplicités 
6 = const. Soit donc X une géodésique de la multiplicité initiale orthogonale aux 
géodésiques ( £. Elle est située tout entière sur une multiplicité G = const ie , et elle en 
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constitue une géodésique, car un minimum réalisé dans un certain champ l’est, de 
ce fait, dans un champ plus restreint. Sur les multiplicités ô = const. on peut donc 
définir des systèmes de géodésiques X parallèles, c’est-à-dire des champs uniformes, 
ou encore considérer le transport parallèle d'un vecteur comme une opération finie. 
Pour ces nouvelles multiplicités, le tenseur de Riemann-Christoflèl est donc nul. Or 
l'ordre d’extension s’est abaissé d’une unité. Si donc, le théorème est vrai pour 
n — 1, il est vrai pour n. Or, de ce que nous avons vu déjà, il résulte qu’il est vrai 
pour deux. Le théorème est donc établi. 

259. Les multiplicités riemaniennes et les espaces euclidiens. — Dans la 
troisième partie de ces leçons, nous avons longuement insisté sur la théorie des sur- 
faces. Nous avons subdivisé les propriétés métriques des surfaces en propriétés géo- 
désiques et en propriétés métriques externes. C’est l’étude autonome des premières 
qui nous a conduit, par une généralisation toute naturelle, à l’étude des continus 
riemaniens. Inversement, nous avons montré qu’on peut trouver, dans un espace 
euclidien à trois dimensions, une infinité de surfaces admettant un élément linéaire 
donné, c’est-à-dire dont les propriétés géodésiques constituent la géométrie de la 
multiplicité de Itiemann à deux dimensions qui correspond à cet élément linéaire. Ce 
théorème est un cas particulier du suivant : 

Toute multiplicité riemanienne à n dimensions peut être plongée dans un 

espace euclidien à — dimensions. 

A 

Nous prierons le lecteur d’admettre cette proposition, et nous nous bornerons à 
faire remarquer que le problème consistera, étant donné un élément linéaire 

2 g ik dxidxi c 

ik 


à trouver certaines fonctions X p X 2 , . . ., X 2 , des paramètres a?,, x 2 , . . ., x n telles 
que l’expression 

dXî-hdXt-h ... -hd*i 

soit identique à l’élément linéaire précédent. L’identification fournira un système 
de ^ — - équations aux dérivées partielles à p fonctions inconnues. Le nombre 

minimum de dimensions à donner à l’espace euclidien considéré pour qu’il soit 
capable de la multiplicité donnée est alors égal à -é -- — comme il est aisé de 
le concevoir. 
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III 

Sur les principes de la Géométrie. 

260 . Sur la priorité exclusive le plus souvent accordée à la 
géométrie euclidienne. — Dans son ouvrage intitulé Temps , Espace , 
Matière , fréquemment cité au cours de ces Leçons, le professeur II. Wevl fait 
observer que les doutes sur la géométrie euclidienne remontent presque aux origines 
de cette géométrie elle-même, et cite à l’appui de cette thèse un mémoire de Proclus, 
au v e siècle de notre ère, qui contient des essais de négation du postulat des paral- 
lèles. Cependant, malgré tout l’intérêt de la tentative de Proclus. il faut reconnaître 
qu’elle est restée, pendant une bonne douzaine de siècles, une tentative isolée, que 
la négation du postulatum est restée longtemps pour tous les géomètres un objet de 
scandale. Aussi, pour l’écarter autant que possible d’une manière définitive, se sont- 
ils préoccupés, très souvent, de démontrer le postulatum en question. Aujourd’hui 
encore, la grande majorité de nos étudiants, voire même celle des maîtres qui 
enseignent les éléments de la géométrie, est moins avancée que Proclus. A vrai dire, 
ils ont, pour la plupart, entendu parler de l’impossibilité d’une démonstration du 
postulat des parallèles, et, s’armant de prudence, ils préfèrent ne pas risquer de se 
compromettre; mais, en leur for intérieur, ils sont persuadés qu’il y a la un véritable 
défi au bon sens, et que, malgré tout, il y a bien une priorité exclusive de la géométrie 
euclidienne. 

A cause de cet état d’esprit, extrêmement répandu, il importe de donner à nos 
futurs agrégés quelques idées précises sur les principes de la géométrie. Ces idées, 
nous les avons indiquées en temps utile au cours de ces Leçons. Nous avons montré 
que la construction d’une géométrie abstraite s’opère par voit' purement déductive, à 
partir de certains concepts fondamentaux, liés entre eux au moyen d’une réglemen- 
tation par postulats, soumise à la seule condition de ne pas comporter d’incompatibi- 
lité logique. C’est dans cet ordre d’idées que nous avons édifié successivement la 
géométrie linéaire, la géométrie métrique, et la théorie autonome des multiplicités 
riemaniennes. 

11 n’y a donc pas lieu de reprendre entièrement la question des principes de la 
géométrie. Nous nous attacherons plus spécialement à établir l'indépendance logique 
du postulat des parallèles vis à-vis des autres postulats de la géométrie ordinaire. Cette 
élude nous fournira en même temps l'occasion d'en présenter la construction déduc- 
tive à certains points de vue qui diffèrent de celui que nous avons exposé au cours des 
deux premières parties de ces leçons. 

261 . Les recherches de M. Hilbert. — La méthode suivie dans cet exposé a 
consisté à choisir comme concepts primordiaux le vecteur libre et le point, à édicter 
des postulats conduisant, par l’intermédiaire de la composition linéaire des vecteurs 
libres, à l’étude des multiplicités linéaires. On obtient ainsi la géométrie linéaire, dans 
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laquelle la notion de translation et celle de parallélisme peuvent être regardées comme 
préexistantes. On passe ensuite à la géométrie ordinaire ou métrique en posant l’in- 
variance d’une forme quadratique fondamentale. 

Cette construction logique est très différente de celle d’Euclide, où les notions 
préexistantes sont celles de point, de droite et de plan. M. Hilbert s’est proposé de 
donner une construction logique, conforme à l’ordre des propositions d’Euclide, et 
où la priorité soit donnée aux trois concepts fondamentaux que nous venons de 
nommer. Il a été ainsi conduit à une subdivision des concepts et des postulats en cinq 
catégories : 

1° Concepts point, droite et plan, et postulats de l’appartenance. Ces postulats 
expriment des relations telles que les suivantes : existence et unicité d’une droite pas- 
sant par deux points, d’un plan passant par trois points non alignés, pluralité des 
points d’une droite ou d’un plan, appartenance à un plan de la totalité d’une droite 
résultant de l’appartenance à ce plan de deux points de la droite, etc... 

2° Concept situé entre , qui donne un sens à l’expression : B situé entre A et C, 
à supposer que ces lettres désignent trois points d’une droite, et postulats de l'ordre. 

3° Concept segments congruents (ou égaux) et postulats de la congruence ou de 
l’égalité des figures. 

4° Postulat des parallèles. 

5° Postulat de la continuité. 

Sans insister davantage, nous voyons que cette construction est plus compliquée 
que celle que nous avons donnée tout d’abord. Cela n’a rien d’étonnant si l’on songe 
qu’elle a été obtenue en jalonnant par des chaînons tous les vides logiques qui se 
trouvaient dans une construction préparée à l’avance par Euclide. Si fin géomètre qu’ait 
été le philosophe grec, on ne pouvait lui demander de trouver d’emblée la route la 
plus courte, et de ne pas donner la première place aux concepts qui semblent le plus 
directement issus de notre intuition expérimentale, qui résultent par idéalisation de 
l’ensemble des sensations visuelles et tactiles que nous procurent respectivement : 

1° une parcelle infime de matière; 

2° un fil tendu ; 

3° la surface libre d’un liquide au repos. 

En revanche, cette construction d’Hilbert offre l’avantage suivant : elle se prête 
merveilleusement aux discussions sur l’indépendance logique des postulats et sur leur 
compatibilité. Que les postulats de la géométrie euclidienne soient compatibles, c’est 
ce qui résulte de la possibilité de faire correspondre à chaque concept fondamental 
de la géométrie une représentation dans le domaine des nombres, comme cela se fait 
couramment en géométrie analytique. 

Pour ce qui est de la question de l'indépendance des postulats, il nous est impos- 
sible de la traiter en toute généralité. Nous remarquerons simplement que les géo- 
mètres qui ont cherché s’il est possible de démontrer le postulat des parallèles ont 
posé une question qui peut encore se formuler de la manière suivante : 

Le postulat des parallèles est-il une dépendance logique des postulats des 
quatre autres catégories ? 
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Pour trancher cette question, il suffit de montrer qu’il est possible de construire 
une géométrie, exempte de toute incompatibilité logique, où l’on conserve les postu- 
lats des catégories 1,11, III, V et où l’on substitue à l’énoncé du postulat d’Euclide 
cet énoncé contradictoire, proposé par Lobatchefski : 

Par un point A, extérieur à une droite D, et dans le plan qui les contient , 
on peut mener une infinité de droites qui ne rencontrent pas la première. Toutes 
ces non-sécantes sont situées dans un angle de sommet A, appelé angle de paral- 
lélisme. 

Gela posé, en tirant les conséquences logiques du nouveau système de postulats 
ainsi obtenus, il s’agit de montrer qu’on obtiendra uue géométrie exempte de toute 
incompatibilité. Pour cela, nous aurons recours à la théorie des multiplicités riema- 
niennes. 

262 . Indications tirées de la théorie des multiplicités riemaniennes. — 

La compatibilité des postulats sur lesquels est édifiée une géométrie riemanienue 
résulte immédiatement de la possibilité de traduire en formules les concepts et les 
propositions d’une telle géométrie. A un autre point de vue, on peut encore dire que 
la géométrie d’une multiplicité est un ensemble de propositions prélevées sur la géo- 
métrie d’un espace euclidien qui baigne cette multiplicité. 

Cela posé, pour montrer la possibilité de construire une géométrie à trois dimen- 
sions, non euclidienne et exempte cependant d’incompatibilité, nous considérerons la 
multiplicité riemanienne (u.) qui a pour élément linéaire 

, , dx 2 -h dy i H- dz 1 

* =( 

A chaque point M de(p.), nous ferons correspondre, dans un espace auxiliaire (s) de 
nature euclidienne, le point P qui, dans ce dernier, a pour coordonnées rectangu- 
laires x , y, z. L’élément linéaire de (e) sera donc 

de 2 — dx 2 H- dy ■ -+- dz 1 . 

On voit immédiatement que, dans la correspondance entre M et P, les angles seront 
conservés. D’autre part, nous nous bornerons à envisager dans la multiplicité (g.) 
l’ensemble des points M qui proviennent des points P intérieurs à la sphère 

(S) x 2 -h y 2 -+- z 2 — R- 

de l’espace (s). Voici une autre remarque très importante. Faisons, dans l’espace s, 
une inversion quelconque, et appliquons-la tout particulièrement au système de la 
sphère (S) et de la sphère de centre P et de rayon de. Un système de deux sphères 
de rayons a et b , dont les centres sont séparés par une distance d , possède, vis-à-vis 
de toutes les inversions, un invariant lié à l’angle de ces sphères, soit 

ab 

a 2 -t-6 2 — J r 
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Appliquons cette remarque au cas actuel où une de nos sphères possède un rayon du 
infiniment petit. Nous obtenons l'invariant 

Rds 

R 2 — OP 2 ' 

Ce résultat peut être interprété de la manière suivante : 

Envisageons, dans l’espace (e), les inversions qtn conservent la sphère (S). Il 
leur correspond, dans la multiplicité (p), des transformations entre points de celle 
dernière qui laissent son élément linéaire inaltéré. Ces transformations sont donc iso- 
métriques; d’autre part, elles changent le sens des angles. Nous aurons l’occasion d’y 
revenir. 

Pour le moment, désignons par (F) les transformées, dans (e), des lignes géodé- 
siques de (p). Elles forment une famille à quatre paramètres. Or la forme de l’élé- 
ment de (p) en coordonnées sphériques, soit 

cîp 2 -4- p 2 (cf0 2 -4- sin 2 0rf© 2 ) 

ai 1 • f'/' 


montre immédiatement que les lignes 0 = const., <p = const., autrement dit les 
rayons de la sphère (S) forment des lignes (F) particulières. Or, d’après ce qui pré- 
cède, toute inversion conservant la sphère (S) donne à partir d’une ligne (F) une 
autre ligne (F). On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Les géodésiques de la multiplicité (p) sont représentées , dans l'espace (e), par 
les cercles (r) orthogonaux à la sphère (S). 

Par deux points P et P' intérieurs à (S), il passe un cercle (F) et un seul. Donc, 
si nous appelons droite , dans la géométrie de la multiplicité (p), une géodésique de 
cette multiplicité, nous pouvons dire que deux points déterminent une droite et une 
seule. De même, dans l’espace (s), une sphère orthogonale à (S) est telle que tout 
cercle de la famille (r) qui possède, à l’intérieur de (S), deux points communs avec 
cette sphère y soit tout entier contenu. Dans la multiplicité (p), les surfaces qui cor- 
respondent aux sphères orthogonales à (S) sont donc des plans, puisqu’elles jouissent 
de la propriété de contenir toute droite ayant avec elles deux points communs. On 
vérifie sans peine que ces droites et ces plans de la multiplicité (p) satisfont aux pos- 
tulats de l’appartenance. De même, il n’y a aucune difficulté en ce qui concerne les 
postulats de l’ordre, en raison de la correspondance biunivoque qui existe entre les 
points M de la multiplicité (p) et les points P intérieurs à (S) dans l’espace (e). Fai- 
sons seulement la remarque suivante : si le point P se rapproche indéfiniment de (S), 
le point M de (p) s’éloigne indéfiniment sur cette multiplicité, et cela, parce que l’in- 
tégrale 

f 

*Vr 2 _üf 

augmente indéfiniment lorsque l’une des extrémités de l’arc P 0 P t à laquelle on l’étend 
se rapproche de la surface de la sphère. 
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263 . Étudions maintenant, dans cette géométrie, les notions de figures égales et 
de déplacements. Nous avons déjà dit un mot des inversions conservant la sphère (S). 
Pour qu’une telle inversion corresponde à une véritable transformation sur la multi- 
plicité (p.), il faut qu’elle fasse correspondre à un point intérieur à la sphère (S) un 
autre point également intérieur, autrement dit que son pôle A soit à l’extérieur de (S). 
Dès lors, la sphère de centre A, qui est orthogonale à (S), aura chacun de ses points 
conservé par cette inversion. Sur (p.), la transformation isométrique correspondante 
sera donc une symétrie par rapport à un plan. 

En composant maintenant deux inversions conservant la sphère (S) et dont les 
pôles sont ou bien tous deux extérieurs ou bien tous deux intérieurs à la sphère (S), 
nous aurons sur la multiplicité (p) une transformation isométrique conservant le sens 
des angles, c’est-à-dire appartenant à la catégorie des déplacements. Supposons les 
pôles A et B de nos inversions extérieurs à S. Soient S A et les sphères de centres 
A et B, orthogonales à la sphère (S). 11 peut arriver que ces sphères se coupent sui- 
vant un cercle F AB . Chaque point de ce cercle demeurera invariable dans chaque 
inversion, et, par suite, dans leur transformation résultante. Cette dernière n’est 
d’ailleurs pas changée si aux sphères 2 A et I B on substitue deux autres sphères pas- 
sant par le cercle r AB et se coupant sous le même angle que les deux premières (‘). 
Au couple des points A et B, on pourra donc substituer un autre couple A', B' de 
points situés aussi sur l’axe du cercle r AB , points qui seront liés par une correspon- 
dance homographique définie par la condition suivante : les segments de droite AB, 
A'B', ... sont vus d’un point du cercle F AB sous un angle constant. — Si nous reve- 
nons à la multiplicité (p.), les transformations composées qu’on obtient par cette 
méthode sont les rotations autour d’un axe, confondu avec la droite qui correspond 
au cercle r AB . 

Les points A et B étant toujours à l’extérieur de (S), supposons que le cercle r AB 
soit imaginaire. Dans le faisceau déterminé par les sphères E A et Ü B , il y a deux 
sphères de rayon nul, dont les centres sont H et K. Toute sphère invariante dans 
les deux inversions et en particulier la sphère (S) appartient au réseau des 
sphères orthogonales à £ A et elle passe donc par H et K. Puisque les sphères 
passant par H et K sont orthogonales à l’ A , ces points se correspondent dans l’inver- 
sion de pôle A. Il en est de même dans l’inversion de pôle B. Donc H et K sont deux 
points invariants de la transformation composée de ces deux inversions, à l’exclusion 

(1) Voici la démonstration de cette proposition : les deux inversions envisagées peuvent être 
regardées comme définies par leurs sphères fondamentales S A et Lorsqu’une inversion 
est définie par ce procédé, deux points P et P' sont inverses si tout cercle passant par ces 
points est orthogonal à la sphère fondamentale. Il résulte delà que la transformée d’une 
inversion J par une inversion I est encore une autre inversion J', dont la sphère fonda- 
mentale se déduit par l’inversion 1 de la sphère fondamentale de l’inversion J. Cela posé, 
considérons la transformation résultante des deux inversions dont les sphères fondamentales 
sont E A et Eu- Transformons-la au moyen d’une inversion I, ayant son pôle sur le cercle 
d’intersection r A B- Les deux nouvelles sphères fondamentales sont deux plans, la transformée 
de la résultante des deux inversions (S A ) et (£j,)est la résultante de deux symétries faites par 
rapport aux plans précédents. Cette transformation est donc une rotation. Le système 
des deux plans de symétrie n’est déterminé qu’à une rotation près. 11 y a donc indétermi- 
nation d’ordre un pour le système des sphères S A et £b> conformément à l’énoncé ci-dessus. 

22 


Bocligand- — Géométrie vectorielle. 
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de tous les autres points, car un point invariant doit ou bien être tel dans chaque 
inversion ou bien provenir d'un couple associé à la fois dans les deux inversions. Gela 
posé, considérons la composée de nos deux inversions, transformons-la par une inver- 
sion de pôle H : nous obtiendrons une transformation qui conserve les droites issues 
du transformé de K (*), qui conserve d’ailleurs le point K, et qui conserve les angles, 
donc qui se réduit à une homothétie de centre K. En résumé, si les sphères fonda- 
mentales S A et ne sont pas sécantes, la transformation résultante des deux inver- 
sions s’obtient en transformant par inversion, par rapport à un certain point H, une 
homothétie de centre K. 

Si £ a et £„ étaient tangentes, la transformation résultante des deux inversions 
s’obtiendrait en transformant par inversion, par rapport au point de contact de ces 
sphères, une translation dont la direction est tangente à la fois à (S), S A , S B . 

Enfin, si A et B sont à l’intérieur de la sphère (S), la droite AB coupe celle-ci 
en deux points H et K qui sont associés dans chaque inversion, et par suite 
invariants dans la transformation résultante. On retombe sur une étude faite 
plus haut. 

En résumé, l’étude des transformations déduites par composition de deux inver- 
sions conservant la sphère (S) nous fournit trois catégories de déplacements parti- 
culiers, essentiellement différentes si l’on se place au point de vue descriptif, mais, 
en revanche, ayant au point de vue analytique une origine commune. Une seule de 
ces catégories correspond, dans la multiplicité (p.), aux rotations autour d’une droite. 

Mais ces déplacements ne sont pas les plus généraux. Effectivement, ils ne 
dépendent que de cinq paramètres, ou même seulement de quatre lorsque S A et 
sont tangentes. Pour obtenir les déplacements les plus généraux, à six paramètres, 
ou mieux les transformations correspondantes de l’espace (e), essayons de caracté- 
riser la correspondance qu’elles établissent entre deux points Q et Q' de la sphère (S). 
Cette correspondance est biunivoque, elle conserve la grandeur et le sens des angles. 
Sa transformée par une inversion, dont le pôle est choisi sur la surface (S), est donc 
une dépendance analytique 

entre les affixes z et z' des inverses de Q et de Q', telle qu’à une valeur de z corres- 
ponde une seule valeur de z' et inversement. Donc cette dépendance est nécessaire- 
ment homographique, et admet dans le plan complexe deux points doubles (suscep- 
tibles de se confondre). Il en résulte immédiatement que dans la correspondance 
entre les points Q et Q' de la sphère (S), il y aura de même deux points doubles H 
et K. Que devient la transformation cherchée quand on lui applique une inversion 
de pôle H? Une transformation conservant la grandeur et le sens des angles, qui 
laisse inaltérés l’inverse de K et le plan inverse de (S), c’est-à-dire une similitude 
obtenue en composant une homothétie par rapport à l’inverse de K et une rotation 
autour d’un axe mené par ce point perpendiculairement au plan inverse de (S). 

(i) En effet, tont cercle passant par H et K est orthogonal aux deux sphères E A et E R . 
11 se correspond donc à lui-même dans chacune des deux inversions, et, par suite, dans la 
transformation résultante de ces inversions. 
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Les déplacements ainsi obtenus forment un groupe, qui présente certaines ana- 
logies avec le groupe des déplacements de la géométrie ordinaire. La plus importante 
est la conservation des éléments métriques. Soient deux points M, et M 2 de la multi- 
plicité (ft). Tout déplacement conserve la longueur du segment M 1 M Ï , c’est-à-dire 
de 1 arc géodésique joignant ces deux points. Soient P t et P 2 les deux points corres- 
pondants de l’espace (e). A la géodésique M t M 2 correspond le cercle orthogonal à (S) 
mené par P t et P 2 . Désignons par Q, et Q 2 ses points de rencontre avec (S). Toute 
inversion, toute similitude, laissent inaltéré le rapport anharmonique de quatre 
points d’un cercle (*). On en déduit aisément que la longueur du segment M t M a est 
une fonction du rapport anharmonique des quatre points P,, P 2 , Q p Q 2 , qui doit être 
choisie de manière à satisfaire au théorème de Chasles 

On en déduit aisément que cette fonction est de nature logarithmique. C’est ce que 
montrerait également le calcul direct de l'intégrale 

Ç dç 

JtfjV — DP 

étendue à l’arc de cercle P t P 2 . 

264 . Après cette étude sommaire de la notion de déplacements et de figures con- 
gruentes, il nous reste à montrer que, dans la nouvelle géométrie, le postulat ordi- 
naire des parallèles est remplacé par celui de Lobatchefski. Considérons la multipli- 
cité (p.) : je dis que par un point M, dans le plan déterminé par ce point et une droite, 
on peut mener une infinité de droites non sécantes à la première. En effet, reportons- 
nous à l’espace (e). Sur une sphère S qui coupe orlhogonalemenl la sphère S suivant 
un cercle (C), il existe une infinité de cercles orthogonaux à (S), ce sont ceux qui 
coupent orthogonalement le cercle (C). Soit (y) un tel cercle. Par un point P, pris 
sur S en dehors de (y), on peut mener sur cette sphère deux sortes de cercles ortho- 
gonaux à (C), des cercles sécants à (y) et 
des cercles non-sécants. Ils sont séparés 
par deux cercles (y') et (y"), tangents à (y) 
en des points situés sur (C). Pour obtenir 
une figuration commode, nous avons utilisé 
une projection stéréographique, en pre- 
nant pour pôle un point du cercle (C) : celui-ci devient une droite. Les cercles ortho- 
gonaux à (G) deviennent des cercles centrés sur celte droite. Nous avons d'ailleurs 
conservé les mêmes notations pour les divers éléments de 2 et leurs projections 
stéréographiques. En outre, nous avons hachuré la région balayée par les cercles 
orthogonaux à (G) et non sécants à (y), qui correspond à l’angle de parallélisme. 

(1) Pour la similitude, le fait est évident; pour l’inversion, il suffit de remarquer que si 
les deux cercles inverses ne sont pas dans un même plan, on obtient des figures en 
perspective. Or, de deux cercles inverses, on déduit par inversion deux nouveaux cercles 
inverses. Si donc on avait deux cercles inverses dans un même plan, on pourrait, par une 
inversion, en déduire deux cercles inverses non situés dans un même plan, pour lesquels 
la proposition est établie. 
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La théorie du parallélisme étant modifiée, certaines notions disparaissent de la 
nouvelle géométrie, entre autres celles de vecteur libre et de triangles semblables. 
Les translations formaient, dans la géométrie ordinaire, un sous-groupe important 
du groupe des déplacements. Ce sous-groupe n’a pas son analogue dans la géométrie 
de Lobatchefski. Donc le groupe des déplacements relatif à cette géométrie est diffé- 
rent du groupe des déplacements de la géométrie ordinaire. Ces divers points seront 
approfondis un peu plus loin. 

L’exemple précédent est emprunté à H. Poincaré et a été cité par diflérenls 
géomètres, à l’occasion des discussions relatives au postulalum d’Euclide ( 1 ). Si l’on 
change R 2 en — R 2 , on est ramené à l’étude d’une multiplicité (p') ayant pour élé- 
ment linéaire 

= 

(R* -h OP 2 ) 2 

en supposant toujours qu’à chaque point M de la multiplicité (p'), on fasse corres- 
pondre un point P d’un espace euclidien (e) ayant précisément pour élément linéaire 
rf<j 2 . Aux géodésiques de la multiplicité (p/) correspondent dans l’espace (e) des 
cercles orthogonaux à une sphère imaginaire de centre O et de rayon Ri, c’est-à-dire 
des cercles dont le plan contient le point 0 et par rapport auxquels ce point a une 
puissance égale à — R 2 . Par deux points P et P' de l’espace (e), il passe un seul de 
ces cercles, excepté si les points P et P' sont alignés avec le point O et si l’on a 

ÜP . ÜP' = — R 2 . 

Tout cercle passant par P et P' satisfait alors aux conditions énoncées. On obtient 
donc, en revenant à la multiplicité (p/), une géométrie dans laquelle il n’est pas tou- 
jours exact que deux points déterminent une seule droite et dans laquelle il n’y a pas 
de parallèles (puisque deux des cercles précédents situés dans un même plan sont 
nécessairement sécants). 

Notons enfin qu’on obtient simultanément les géométries précédentes en étudiant 
les multiplicités dont l’élément linéaire est de la forme 

de 2 

{i — mWy 

1 

En donnant à m une valeur positive ^ , on obtient la géométrie de Lobatchefski ; 
en faisant m — 0, on retrouve la géométrie ordinaire. Enfin en donnant à m une 
valeur négative — on obtient cette géométrie dont nous avons parlé à l’instant et 

où il n’est jamais question de droites non sécantes : cette dernière a été remarquée 
tout d’abord par Riemann lui-même. Nous allons montrer qu’on peut l’identifier avec 
la géométrie d’une hypersphère dans l’espace euclidien à quatre dimensions. 

A cet effet, envisageons l’hypersphère 

X 2 -p Y 2 4- Z 2 + T 2 = 1 

(1) Voir par exemple J. Uadamard : Sur la méthode en géométrie, notes extraites des 
Leçons de géométrie plane , page 25. 
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et utilisons la représentation paramétrique 


en posant 


\ = px y Y = py, Z = ps, T = i — p, 
? = x 1 2 4- y 2 4 - z 2 4 - 1 . 


Un calcul simple donne immédiatement 


dX 2 -f- dY 2 4- dZ 2 4- dT 2 = p 2 (dx 2 4- dy 2 4- dz 2 ) — 


\du 2 

(1 4- OP 2 ) 2 ’ 


ce qui justifie le résultat énoncé (*). 

265. Relations des développements précédents avec la géométrie de Cayley . 

— Bornons-nous à la géométrie à deux dimensions. Parmi toutes les manières de 
construire dans le plan une géométrie qui est l'équivalent de la géométrie sphérique, 
nous envisagerons spécialement les deux suivantes : 

1° Celle qui consiste à partir d’une sphère de centre O et ù faire, sur un plan 
central, sa projection stéréographique. Aux géodésiques de la sphère, c'est-à-dire à 
ses grands cercles, correspondent des cercles du plan, par rapport auxquels le point O 
a une puissance constante — R 2 . A une dimension près, c’est ce mode de construc- 
tion que nous venons de rencontrer à l'instant. 

2° Celle qui consiste à remplacer la projection stéréographique par une projection 
faite du centre O de la sphère. Dans ce nouveau mode, les géodésiques de la sphère 
ont pour représentation des droites du plan de projection. 

Il est intéressant de chercher, dans les deux cas, comment on exprimera la 
distance de deux points de la sphère d’après la position de leurs représentations sur le 
plan. Désignons par M et M' les points en question sur la sphère, par P et P' leurs 
correspondants dans la représentation plane. La distance des points sur la sphère est 
proportionnelle à l’angle MOM' = cp. Examinons successivement les deux hypothèses 
précédentes. 

1 er Cas. — Considérons les droites isotropes 01 et OJ du plan MOM'. D’après le 
théorème de Laguerre, nous avons 


(467) 


(OM, OiVr, 01, OJ) = e 2,? , 


en employant la notation du premier membre pour désigner le rapport anharmonique 
de quatre droites ( 2 ). Les droites 01 et OJ sont situées sur le cône isotrope de 
sommet 0. Désignons par A le centre de la projection stéréographique. Pour obtenir 
les perspectives de 01 et de OJ, faites de A, sur le plan considéré, nous menons 
par A les parallèles à 01 et OJ : ce sont deux génératrices du cône isotrope de 
sommet A, lequel coupe le plan du tableau suivant un cercle de centre 0 et de 


(1) De ce résultat, on déduit aussi le suivant : la géométrie de Lobatchefski est encore 
celle d’une sphère ou plus généralement d’une hypersphère (suivant le nombre des dimen- 
sions) de rayon iR. 

(2) Nous conviendrons de désigner plus spécialement par I et J les points cycliques du 
plan MOM'. Pour la démonstration du théorème de Laguerre, voir ma Géométrie analytique, 
cbap, vu, page 206. 
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rayon iR. Les perspectives de I et J, faites de A, sont d’abord sur ce cercle imagi- 
naire, ensuite sur la projection stéréographique du grand cercle MM'. Donc l’angle <p 
est indifféremment proportionnel au logarithme du rapport anharmonique des quatre 
points M, M', I, J sur ce grand cercle, ou à celui des quatre points P, P', Q, Q' sur 
sa projection stéréographique, en désignant par Q et Q' les points où cette dernière 
rencontre le cercle de centre O et de rayon ?’R, auquel sont orthogonales toutes les 
représentations stéréographiques de nos géodésiques. Nous retombons bien sur la 
définition de la distance rencontrée au cours de notre premier exposé. 

2 e Cas. — Supposons maintenant qu’on prenne le centre O de la sphère comme 
centre de projection, et, pour fixer les idées, prenons pour plan du tableau un plan 
tangent. En vertu de la relation (467), la distance MM' est encore une fonction loga- 
rithmique du rapport anharmonique de la division rectiligne, qui comprend d’une 
part les deux points P et P', d’autre part, les points de rencontre de la droite PP' 
avec un cercle imaginaire de rayon iR, intersection avec le plan du tableau du cône 
isotrope de sommet 0. 

Une généralisation facile nous fournit le résultat suivant : 

Ayant tracé dans un plan un cercle (C), imaginaire ou réel, on obtient la même 
géométrie en appelant distance de deux points P et P' une fonction logarithmique du 
rapport anharmonique d’une division circulaire ou d’une division rectiligne, compre- 
nant les deux points P et P' et les deux points d’intersection du cercle (G) et du support 
de la division, ce support étant astreint, s’il est circulaire, à être orthogonal à (C). 

Le cas où le support est circulaire a été étudié précédemment. Le cas où le 
support est rectiligne a été développé par Gayley, qui a remarqué que ce genre de 
métrique est indépendant d’une transformation homographique. 

Voici, pour l’espace à trois dimensions, les définitions fondamentales de la géomé- 
trie de Gayley. Gonsidérons une quadrique (Q), à laquelle on donne le nom de 
quadrique absolue ; par distance de deux points P et P', nous entendons une fonction 
logarithmique du rapport anharmonique de la division rectiligne qui comprend P, P' 
et deux points de (Q) ; par angle de deux plans, une fonction logarithmique du 
rapport anharmonique du faisceau de quatre plans formé par ces deux plans et deux 
plans tangents à la quadrique. Nous renverrons, pour l’étude complète de cette géo- 
métrie, aux Principes de géométrie analytique de Gaston Darboux, et nous nous 
bornerons aux remarques suivantes : 

1° La géométrie de Lobatchefski s’obtient en supposant que (Q) soit une quadrique 
convexe et que les points P soient pris à l’intérieur de cette quadrique; la géométrie 
de Riemann, qui exclut l’existence de droites non-sécantes, s’obtient de même en 
supposant que (Q) soit purement imaginaire. 

2° Les déplacements se ramènent purement et simplement aux transformations 
homographiques qui conservent la quadrique absolue. Les transformations homogra- 
phiques les plus générales dépendent de quinze paramètres. En exprimant qu’une 
quadrique est conservée, on impose neuf conditions. Or, nous avons vu directement 
que les déplacements dépendent de six paramètres : nous trouvons, dans l’ordre 
d’idée actuel, une justification nouvelle de ce fait. 
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3° Pour obtenir la géométrie ordinaire, il suffît de supposer que la quadrique (Q) 
se réduise au cercle imaginaire de l’infini. 11 faut noter que le groupe des transfor- 
mations homographiques qui conservent ce cercle comprend non seulement les dépla- 
cements, mais plus généralement les similitudes. Il dépend de sept paramètres. Ce 
point sera éclairci un peu plus loin. 

4° Dans le cas le plus général, on peut faire immédiatement les remarques 
suivantes : une transformation homogiaphique conservant la quadrique (Q) fait 
correspondre à chaque génératrice une génératrice du même système. Soient G t , G.,, 
Gj, G 4 , quatre génératrices du premier système, qui coupent une génératrice A du 
second en quatre points, dont le rapport anharmoniquc est indépendant de A. Une 
transformation homographique conservant (Q) change G t , G 2 , G,, G 4 en des droites 
GÎ, Gi, G3, G* qui sont quatre génératrices du premier système et de môme rapport 
anharmonique. Considérons l'homographie ainsi établie entre une génératrice G du 
premier système et sa correspondante G'. Elle comporte deux génératrices doubles 
(D) et (E). De même, dans le second système, notre transformation met en jeu une 
homographie qui comporte deux génératrices doubles (H) et (K). Les quatre sommets 
du quadrilatère gauche formé par les quatre génératrices (D), (E), (H), (K) sont les 
points doubles de notre homographie. Plaçons-nous dans le cas où (Q) est convexe et 
où il s’agit d’un déplacement réel. Alors, un [dan tangent réel coupe la quadrique 
suivant deux génératrices imaginaires conjuguées, de systèmes différents. Donc, (D) 
et (H), (E) et (K) seront imaginaires conjuguées. Le point (D, II) et le point (E, K) 
seront réels; le point (D, K) et le point (E, H) seront imaginaires conjugués. Donc les 
droites qui joignent D, H et E, K d’une part, D, K et E, Il d’autre part seront 
réelles. Ces droites qui restent inaltérées dans le déplacement sont appelées axes de 
ce déplacement. Elles sont conjuguées par rapporta la quadrique (Q). 

5° Suivant le nombre des points invariants, ou peut subdiviser les déplacements 
en déplacements généraux , où les seuls points invariants sont les quatre sommets du 
quadrilatère gauche des génératrices (D), (E), (H), (K), en rotations où tous les 
points d’une diagonale de ce quadrilatère sont invariants, en retournements (ou 
symétries par rapport à une droite) où tous les points de l’une et l’autre diagonale 
sont invariants (‘). Les retournements jouissent, à l’exclusion des autres déplacements, 
de la propriété suivante : en composant un retournement avec lui-même, on retombe 
sur la transformation identique. En effet, chaque diagonale a tous ses points inva- 
riants. Une droite qui s’appuie sur les deux diagonales se transforme donc en elle- 

(1) Nous avons supposé essentiellement que l’homographie qui conserve Q altère chaque 
système de génératrices. Il pourrait arriver exceptionnellement qu’elle conserve l’un de 
ces systèmes, et transforme l’autre, qui posséderait encore deux droites doubles. Chaque 
point d’une de ces droites serait alors nécessairement un point invariant, et par suite 
toute droite rencontrant ces deux droites doubles serait inaltérée. Si la quadrique Q est 
une quadrique réelle convexe, cette particularité ne se présente jamais pour les homo- 
graphies correspondant à des déplacements réels, car les deux systèmes de génératrices 
étant formés de droites imaginaires conjuguées, toute homographie réelle qui conserve 
l’un de ces systèmes conserve l’autre. — Notons encore que si (Q) est une quadrique réelle et 
convexe, les rotations proprement dites sont les déplacements qui laissent invariants tous 
les points de la diagonale du quadrilatère des points doubles sécante à (Q). 
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môme, et la transformation y détermine une correspondance homographique, ayant 
pour points doubles les deux points d’appui, un couple homologue étant donné par 
les points d’intersection de cette droite avec la quadrique (Q). Le rapport anharmo- 
nique de ce couple avec les points doubles est — 1, puisque les diagonales sont 
conjuguées par rapport à (Q). Cette homographie est donc réciproque. 

Inversement, une homographie réciproque conservant la quadrique (Q) et diffé- 
rente de la transformation identique détermine sur les côtés du quadrilatère des 
points doubles des correspondances involutives. Appelons a, p, y, S les sommets de 
ce quadrilatère. Soient m et m' deux points correspondants dans le plan a(iy. Les 
faisceaux 

afi, ay, «m, a m' et yjî, Y a i Y^ 1 ) Y 771 * 

étant harmoniques et ayant un rayon commun, les points p, m, m' sont en ligne 
droite, ce qui montre que le point m' est situé sur pm et qu’il est le conjugué harmo- 
nique par rapport à p et m du point d’intersection de p m et de ay. Donc les points de 
ay se correspondent à eux-mêmes dans la transformation, et pareillement ceux 
de po. 

6° Toute correspondance homographique sur une droite, telle que 

cl X — f— b 

peut, et d’une infinité de manières, être obtenue en composant deux transformations 
analogues, l’une et l’autre involutives. En effet, ou bien les points doubles sont 
distincts, et on peut se ramener au cas où leurs abscisses sont O et oo : l’homographie 
est alors une similitude, et on peut la regarder comme déduite de deux inversions 
(ou involutions) ayant pour point central commun le centre de similitude, la puis- 
sance de l’une d’elles étant arbitraire; dans le cas général cela revient à dire que la 
première involution est seulement assujettie à admettre comme couple associé les 
deux points doubles de la transformation proposée. Ou bien, les points doubles de 
cette dernière sont confondus, supposons-les à l’infini, l’homographie est une transla- 
tion; on peut d’une infinité de manières la déduire de deux symétries, un seul des 
deux centres étant arbitraire. 

Considérons alors un déplacement général : l’homographie à laquelle il soumet 
un système de génératrices, définie par sa trace sur une génératrice arbitraire du 
second système, équivaut, et cela d’une infinité de manières, à un produit de deux 
involutions. Donc tout déplacement peut, d’une infinité de manières, être regardé 
comme le produit de deux retournements. Les génératrices a(3 et yB, qui sont des 
éléments doubles de l’homographie appliquée au premier système de génératrices, se 
correspondront dans chacune des involutions composantes. On peut en dire autant de 
l’autre paire de génératrices. Donc les sommets opposés se correspondent dans 
chacun des retournements composants du déplacement étudié. Chacun de ces retour- 
nements est déterminé par ses deux axes, qui s’appuient sur ceux du déplacement 
résultant, c’est-à-dire sur ay et (38 en deux points qui divisent harmoniquement ces 
deux segments. 
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266. Envisageons tous les modes de décomposition d’un déplacement D en deux 
retournements R et R'. Écrivons symboliquement 

D = R IV. 

Considérons la transformation DR', déduite par composition du déplacement D et du 
retournement R'. D’après l’égalité précédente, elle équivaut à RR'R'. Or R'R' équi- 
vaut à la transformation identique. On a donc symboliquement 

DR' =11. 

Cela posé, soit toujours ocJiyS le quadrilatère fondamental du déplacement D, c'est-à- 
dire celui dont les couples de côtés opposés sont les génératrices doubles dans la 
transformation homographique à laquelle est soumise la quadrique (Q). On peut 
choisir pour l'tm des axes de R' une droite quelconque s'appuyant sur <*y et fio. 
En effet, effectuons ce choix d’une manière arbitraire; l’autre axe de 11' se trouvera 
déterminé, en tant que droite conjuguée du premier axe par rapport à (Q). Donc R' 
sera déterminé. Considérons la transformation composée DR'. Le déplacement D 
laisse invariante chaque paire de côtés opposés du quadrilatère fondamental. Le 
retournement R' échange les côtés de chaque paire. 11 en est donc de même de DR'. 
Donc le déplacement résultant DR' échange aussi ces côtés. C’est donc un retourne- 
ment R (C. Q. F. D.). 

Ainsi, on peut choisir arbitrairement R', dans les conditions précédentes, et R en 
résulte. On démontre pareillement qu’on peut choisir lt, d’une manière analogue, II' 
se trouvant, de ce fait, déterminé. 

Dans la remarque précédente réside la solution du problème suivant : 

Composer deux déplacements D et D'. 

Il suffit à cet effet de les mettre respectivement sous la forme 

(468) D = RR\ D' = R'R", 

de manière que le second retournement composant de D soit identique au premier 
retournement composant de D'. Car des égalités symboliques précédentes, on déduit 
alors 

DD' = RR'R'R" ou DD' = RR". 

Le déplacement résultant est ainsi défini au moyen des deux retournements com- 
posants R et R". Ses axes sont déterminés par la condition de s'appuyer sur les 
quatre droites qui sont les axes respectifs de R et de R". 

Pour mettre D et D' sous la forme (468), il suffit de déterminer R'. Or les axes 
de R' doivent satisfaire à la condition de rencontrer les deux axes de D et les deux 
axes de D'. On sera donc ramené à ce problème classique : construire une droite 
s’appuyant sur quatre droites données. Sans insister davantage, remarquons que ces 
droites d’appui sont deux à deux conjuguées par rapport à la quadrique (Q). A toute 
droite répondant à la question correspond une autre droite y répondant aussi, la 
conjuguée de la première par rapport à (Q). Il y a d’ailleurs un seul couple de 
droites conjuguées fournissant la solution du problème, car l’une des droites d’appui 
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rencontre en deux points seulement la quadrique déterminée par les trois autres. 
Cela suffit à montrer que les axes de R' seront déterminés d’une manière unique, et 
seront bien conjugués l’un de l’autre par rapport à (Q), comme l’exige la théorie 
précédente. 

267 . Lorsqu’on envisage le cas de la géométrie ordinaire, les déplacements ne 
forment plus qu’un sous-groupe dans l’ensemble des transformations (similitudes) 
qui conservent le cercle de l’infini, dégénérescence de la quadrique absolue. Il est 
intéressant d’apprendre à discerner les déplacements au sein de cet ensemble. 
Désignons par (C) la conique absolue , pour laquelle nous choisirons ultérieurement 
le cercle de l’infini. Les transformations homographiques qui conservent (C) déter- 
minent sur cette conique une correspondance dans laquelle deux points oc et p sont 
leurs propres homologues. Ces points sont deux des points doubles de la transforma- 
tion. D’autre part, les tangentes à (C) en a et p sont globalement conservées et leur 
intersection fournit un troisième point double q. Le quatrième sera en général exté- 
rieur au plan de (C), mais, à titre exceptionnel, il pourra se confondre avec l’un des 
précédents. En supposant que (C) soit le cercle de l’infini et que nous nous occupions 
exclusivement de transformations réelles, les points a et p seront imaginaires con- 
jugués, y sera réel, et par suite il en sera de même du quatrième point double 8. 
Donc si 8 se confond avec un autre point double, ce point sera nécessairement y. Ce 
cas exceptionnel peut s’obtenir comme cas limite du cas général, et ce point de vue 
a l’avantage d’attirer l’attention sur la position limite de la droite Sy, qui continue à 
jouer dans l’étude de la transformation un rôle important, en tant que droite globa- 
lement invariante. Cela posé, il est facile de voir que le cas général correspond aux 
similitudes , et le cas exceptionnel aux déplacements. En effet, soit d’abord une 
transformation de l’ensemble précédent, pour laquelle y est confondu avec 8, et soit 
A la droite invariante menée par y extérieurement au plan de (C). Cette transforma- 
tion est la résultante de deux autres, dont l’une laisse invariants tous les points de A 
et agit sur les points du plan de (C) de la même manière que la transformation con- 
sidérée, dont l’autre laisse invariants tous les points du plan de (C) et agit sur les 
points de A de la même manière que la transformation considérée. Lorsque (C) est le 
cercle de l’infini, la première de ces transformations composantes est une rotation 
autour de A; la seconde, une translation parallèle à A. Soit maintenant une transfor- 
mation pour laquelle S est extérieur au plan de (C). On peut l’obtenir en composant 
une transformation, agissant comme elle sur les points du plan aPy, et ayant un point 
double confondu avec y, avec une transformation du même type conservant chaque 
point du plan a^y, c’est-à-dire en composânt un déplacement avec une homothélie. 

En résumé, les déplacements de la géométrie ordinaire se présentent comme des 
transformations homographiques conservant une conique (C) et ayant deux points 
doubles confondus [il s’agit des deux points doubles non situés sur (C)] : ces points 
déterminent une droite qui est l’axe hélicoïdal du déplacement. Le second axe du 
déplacement est la droite «p des deux autres points doubles. Elle est ici rejetée à 
l’infini. 

Exceptionnellement, il peut arriver que tous les points de l’axe hélicoïdal soient 
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doubles : le déplacement se réduit i^rs à unh rotation. D’une manière plus parti- 
culière encore, il peut arriver en outre que tous les points de la droite ap soient 
invariants, et le déplacement se réduit à un retournement. La caractéristique des 
retournements, c’est qu’ils sont des déplacements déterminant une involiition sur 
le cercle de l’infini. 

D’après un théorème cité précédemment sur les correspondances homographiques, 
il suit de là qu'on peut, d’une infinité de manières, envisager un déplacement comme 
la résultante de deux retournements, dont les axes sont perpendiculaires à l’axe 
hélicoïdal du déplacement. De cette remarque, on déduit un processus de composi- 
tion des déplacements euclidiens identique à celui que nous avons fait connaître pour 
les déplacements plus généraux de la géométrie de Cayley. Cette question peut 
d’ailleurs être exposée d’une manière autonome, par des considérations élémentaires; 
pour ce point, nous renverrons à la note de Gaston Darboux dans la Cinématique de 
Kcenigs, page 436. Nous nous contenterons de remarquer que deux retournements 
d’axes A et B déterminent un déplacement ayant pour axe une droite A, perpendicu- 
laire commune à A et B, pour rotation une rotation autour de cet axe d'un angle 
égal à deux fois celui des axes A et B, pour translation fondamentale la translation 
double du vecteur qui a pour extrémités les pieds de la perpendiculaire commune 
précédente ; enfin, qu’en imprimant à A et B un déplacement hélicoïdal quelconque 
autour de l’axe A, le déplacement résultant reste inaltéré. 

268. Construction de la géométrie à partir de l'idée de groupe. 
— Les développements précédents montrent l’importance offerte par l’étude du 
groupe des déplacements dans la géométrie de Cayley. L’étude de ce groupe s’iden- 
tifie avec celle de cette géométrie elle-même. D'une manière générale, Sophus Lie a 
dégagé l’idée suivante : 

Une géométrie consiste dans l'étude de certaines transformations ponctuelles 
formant un groupe. 

Par exemple, la géométrie ordinaire n’est autre que l’étude du groupe des dépla- 
cements euclidiens et du groupe plus général des similitudes. Ses différents chapitres 
nous apparaissent comme consacrés à leurs divers sous-groupes : ainsi, la géométrie 
plane est obtenue en se restreignant aux déplacements qui conservent un plan ; ce 
sous-groupe admet à son tour des sous-groupes plus restreints : celui des translations, 
qui conduit à l’étude des parallèles et des parallélogrammes, celui des rotations con- 
servant un point, qui conduit à l’étude des polygones réguliers et du cercle, suivant 
qu’on se borne à considérer les rotations multiples d’une rotation donnée, ou, au 
contraire, qu’on envisage toutes les valeurs possibles de l’angle de rotation, etc.... 
Dans l'espace, à coté du sous-groupe général des translations, il convient de men- 
tionner particulièrement : 

1° Les sous-groupes rotatifs, constitués par tous les déplacements qui conservent 
un point donné. Ces déplacements sont des rotations autour d’un axe issu de ce point. 
L’étude d’un sous-groupe rotatif et des opérations de composition au sein de ce sous- 
groupe est liée à la géométrie d’une sphère ayant pour centre le point commun à tous 
les axes de rotation, car une telle sphère est invariante dans ces rotations. Notons 
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que, dans un sous-groupe rotatif, il y a lieu nie particulariser aussi certains sous- 
groupes discontinus, qui correspondent aux systèmes de déplacements qui super- 
posent à lui-même un polyèdre régulier. 

2° Les sous-groupes hélicoïdaux, constitués par les déplacements qui conservent 
une droite donnée et les cylindres de révolution qui l’admettent comme axe. 

D’après cela, il est naturel de concevoir, avec Sophus Lie, Félix Klein, Henri 
Poincaré, etc., un nouveau mode de construction axiomatique, où la priorité reviendra 
aux concepts de point et de groupe de transformations ponctuelles. Les postulats 
auront alors pour objet d’énoncer les conditions qui caractérisent le groupe dont 
l’étude constitue le fondement essentiel de la géométrie considérée. Ces conditions 
auront trait à la structure du groupe, aux fonctions qu’il laisse invariantes, à ses 
sous-groupes. 

C’est ainsi que l’élude des déplacements dans la géométrie de Cayley, dépla- 
cements qui forment un groupe, a mis en évidence les propriétés suivantes (*) : 

1° Existence, pour chaque couple de points, d'une fonction de ces points inva- 
riante par tout déplacement, et appelée distance de ces points. 

2° Existence de sous-groupes rotatifs, formés par les déplacements conservant un 
point donné. 

3° Existence de faisceaux rotatifs, formés par les déplacements conservant deux 
points donnés, ou, si Ton veut, communs à deux sous-groupes rotatifs. Les dépla- 
cements d'un faisceau rotatif conservent, non seulement les deux points précédents, 
mais tous ceux de la droite qui les joint. 

4° Caractère additif, ou plus exactement soumis à la relation de Chasles, des dis- 
tances, affectées d’un signe, provenant de tous les accouplements possibles de trois 
points alignés. 

5° Existence de sous-groupes conservant un plan, et obtenus par assemblage de 
faisceaux rotatifs : en se reportant à la représentation de la géométrie de Cayley dans 
l’espace ordinaire, on voit que ces sous-groupes sont formés de tous les faisceaux 
rotatifs dont l’axe passe par le pôle, par rapport à la quadrique absolue, du plan 
invariant. 

6° Existence de sous-groupes hélicoïdaux, conservant une droite A. Chaque dépla- 
cement d’un tel sous-groupe peut être regardé comme la résultante de deux autres, 
dont l’un laisse invariant individuellement chaque point de A, tandis que l’autre laisse 
invariant chaque demi-plan passant par A, ou, si l’on préfère, chaque point de la 
droite conjuguée de A. Le premier est donc une rotation; le second, par certains 
caractères, évoque l’idée d’une translation le long de A. 

La méthode que nous avons en vue consistera à énoncer a priori les propositions 
précédentes et à les regarder comme autant de postulats (ayant pour but de définir 
le groupe des déplacements). C’est donc bien le groupe, qui, dans l’ordre d’idées 
actuel, est le concept le plus important. La notion de droite n’est introduite que par 

(i) Noua adoptons ici la terminologie proposée par Henri Poincaré dans son volume 
sur les fondements de la Géométrie (collection L. Hougicr). Nous admettons qu'il s’agit de 
la géométrie à trois dimensions. En outre, nous engageons le lecteur & raisonner de préfé- 
rence en supposant la quadrique absolue réelle et convexe. 



SUR LES PRINCIPES DE LA GÉOMÉTRIE 


349 


l'intermédiaire du faisceau rotatif, c'est-à-dire de l’ensemble des déplacements con- 
servant deux points, et, en même temps, nous postulons l’unicité de la droite qui 
joint ces points. La notion de plan est introduite d’une manière analogue, au moyen 
d’un sous-groupe obtenu par un assemblage convenable de faisceaux rotatifs, etc... (•). 

Il serait laborieux de développer, d’une manière rigoureuse et complète, la thèse 
précédente. Aussi, nous nous contenterons de présenter quelques remarques particu- 
lièrement importantes. 

Tout d’abord, si l’on s’en tient aux prémisses, extraites comme il vient d'être dit, 
des alinéas 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, G 0 , et complétées par des postulats que nous négligeons 
d’énoncer, on pourra assurément, par voie déductive, construire sur ces assises une 
géométrie. Mais il est clair que ses théorèmes seront communs à tous les systèmes de 
Cayley, indépendamment du choix de la quadrique absolue (et, en particulier, ils 
seront vrais en géométrie d’Euclide). 

Pour particulariser les déplacements euclidiens, il faut formuler d’autres hypo- 
thèses, qui s’appliquent à ces déplacements à l’exclusion des déplacements de la géo- 
métrie de Cayley. Dans ce but, nous aurons recours aux translations. Nous les avons 
rencontrées dans l’alinéa 6° : ce sont les transformations du sous-groupe hélicoïdal, 
relatif à un axe A, qui conservent un demi-plan, et, par suite, tous les demi-plans 
passant par cet axe. Or, en géométrie ordinaire, les translations ainsi définies for- 
ment dans le groupe des déplacements un sous-groupe invariant. Au contraire, dans 
la géométrie générale de Cayley, les translations ne forment pas un groupe : car, 
cette propriété n’appartient pas aux rotations, et il n’y a qu’une différence purement 
descriptive entre une translation et une rotation. Ces transformations participent en 
effet d’une définition analytique commune : ce sont les déplacements qui laissent 
invariants les points d’un de leurs axes, et la seule distinction réside dans le fait de 
savoir si cet axe est ou non sécant à la quadrique absolue (supposée, comme nous 
l’avons indiqué, réelle et convexe) ( 2 ). 

Puisque le sous-groupe des translations est propre à caractériser, concurrem- 
ment à d’autres conditions, la géométrie euclidienne, on peut se proposer d’en donner 
une définition directe, et d’en déduire ultérieurement le groupe des déplacements. 
On retombe ainsi sur le point de vue de M. H. Weyl, développé dans les deux pre- 
mières parties de ces leçons, et qui se trouve rattaché, d’une manière naturelle, aux 
idées que nous venons d’exposer. On est conduit de la sorte à une géométrie dont les 
relations sont invariantes par les transformations d’un groupe au sein duquel les 

(1) On pourrait dire : ceux qui conservent à une droite le pouvoir de s’appuyer sur 
deux droites concourantes. 

(2) 11 est facile de noter d’autres différences marquantes entre les translations ordinaire» 
et celles de la géométrie de Cayley. Les premières conservent toute parallèle à la direction 
de la translation, ou, au point de vue projectif, toutes les droites et tous les plans menés 
par le point à l’infini dans cette direction, chaque point du plan de l’infini étant d’ailleurs 
conservé. Dans une translation cayleyenne, en dehors des deux droites jouant le rôle 
d’axes du déplacement, les seules droites invariantes sont les tangentes à la quadrique 
absolue, dont les points de contact sont sur l’axe le long duquel la translation se produit. 

Ajoutons qu’en géométrie de Cayley, les faisceaux rotatifs d’un sous-groupe planaire 
laissent invariant un seul plan, tandis qu’en géométrie ordinaire, ils conservent tous les 
plans perpendiculaires à la direction commune des axes de ces faisceaux. 
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translations forment un sous-groupe invariant, c’est-à-dire à la géométrie linéaire. 
Pour obtenir ensuite les transformations métriques, il faut particulariser un sous- 
groupe du groupe linéaire : c’est ainsi qu’on est conduit à faire intervenir la forme 
quadratique fondamentale; cette notion, a priori un peu artificielle, le paraîtrait 
beaucoup moins après une recherche systématique des sous-groupes du groupe 
linéaire. 

Nous avons rencontré, au cours des raisonnements précédents, des ensembles de 
théorèmes, logiquement autonomes, et qui peuvent s’obtenir par un prélèvement 
convenable dans le champ de la géométrie ordinaire. Telle est par exemple la géo- 
métrie linéaire. On rappelle cette relation en disant que la seconde est une géométrie 
partielle de la première. A son tour, la géométrie projective est une géométrie par- 
tielle de la géométrie linéaire (‘). Cette dernière admet une autre géométrie partielle, 
que nous avons rencontrée ici, c’est 1 ’ Analysis situs : elle correspond au groupe des 
déformations, dont le groupe linéaire est un sous-groupe. 

(1) La géométrie projective à n dimensions peut s’obtenir en prélevant dans la géométrie 
linéaire àn + i dimensions, les théorèmes concernant les vecteurs libres et faisant inter- 
venir, d’une manière exclusive leur direction (deux vecteurs V et XV étant considérés 
comme identiques, et comme déterminant un même point de l’espace projectif). 
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